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Le monopôle magnétique dans le modèle standard1
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RÉSUMÉ. Le modèle standard considère les différents fermions comme
répartis en trois générations. La première génération suffit à la descrip-
tion de la matière ordinaire. L’onde des fermions de première génération
comprend une partie leptonique et une partie correspondant aux quarks
composants les protons et les neutrons des noyaux atomiques. La partie
leptonique de l’onde quantique de spin 1/2 comprend à la fois l’onde de
l’électron et celle du monopôle magnétique. Le monopôle magnétique
est le neutrino avec en plus une onde droite. Il complète donc le modèle
standard et s’insère dans ce modèle. L’onde fermionique est une fonc-
tion de l’espace-temps dans end(Cl3). Cette structure mathématique
justifie l’existence des quarks et la couleur en résulte. L’onde est régie
par une équation aux dérivées partielles généralisant l’équation d’onde
obtenue par G. Lochak pour le monopôle magnétique. Cette équation
découle d’une densité lagrangienne qui est la partie réelle cliffordienne
de l’équation d’onde elle-même. Elle est invariante sous le groupe Cl∗3
des éléments inversibles de l’algèbre Cl3 = M2(C), généralisant l’inva-
riance relativiste. Les deux courants conservatifs sont accompagnés par
deux tenseurs d’impulsion-énergie. Le courant de densité de probabilité
généralise celui de l’électron et celui du monopôle seul. La normalisa-
tion de l’onde équivaut au principe d’équivalence masse gravitationnelle
– masse inerte, base de la relativité générale. La quantification du mo-
ment cinétique, avec la valeur ~/2, découle de l’invariance relativiste
élargie et de l’existence des deux tenseurs d’impulsion-énergie. La dy-
namique du monopôle magnétique est celle de la force de Lorentz du
cas magnétique.

1NDLR : Cet article fait suite à l’exposé présenté lors des Journées Louis de
Broglie organisées le 4 juin 2019.
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ABSTRACT. The Standard Model considers the different fermions as
three similar generations. The first one is enough for describing the or-
dinary matter. The wave of all fermions of the first generation includes a
lepton part and a quark part corresponding to the quarks of the protons
and neutrons in the nuclei of atoms. The lepton part of the quantum
wave with spin 1/2 contains both the electron wave and the magnetic
monopole wave. The magnetic monopole is the neutrino with also a
right wave. This object is then supplementing the Standard Model and
it fits into this model. The fermion wave is a function of space-time into
end(Cl3). This mathematical structure explains both the existence and
the colour of the quarks. The movement of the fermion wave is ruled
by an equation generalizing the wave equation obtained by G. Lochak.
This wave equation is obtained from a Lagrangian density which is
exactly the Cliffordian real part of the same wave equation. It is in-
variant under the Cl∗3 group of invertible elements in Cl3 = M2(C)
generalizing the relativistic invariance. The two conservative currents
are linked to two tensors of impulse-energy. The current of density of
probability generalizes this one of the electron and this of the alone
magnetic monopole. The normalization of the wave is equivalent to
the principle of equivalence between gravitational mass and inertial
mass, basis of the General Relativity. The quantification of the kinetic
momentum with the ~/2 value comes from the enlarged relativistic in-
variance and from the existence of the double impulse-energy tensors.
The dynamics of the magnetic monopole satisfies the Lorentzian force
in the magnetic case.

Keywords : invariance group, Dirac equation, electromagnetism, weak
interactions, Clifford algebras, electric charge, quark, colour, Lorentz
force.
P.A.C.S.: 15A66, 35Q41, 81T13, 83E15

1 Introduction

L’onde quantique de l’électron [1] à [9], celle du monopôle magné-
tique [10] à [17] ou celles des quarks composants les protons et neutrons,
sont constituées d’une onde gauche et d’une onde droite liées par le
terme de masse de l’équation d’onde qui régit l’évolution de l’onde [18]
à [35]. Le modèle standard regroupe les différents fermions en trois gé-
nérations similaires. La première génération comporte, outre l’électron
et deux quarks avec trois états de couleur, un neutrino qui n’a, dans le
modèle standard, qu’une onde gauche, l’antineutrino n’ayant lui qu’une
onde droite. Le monopôle magnétique est le neutrino complet, avec onde
gauche et onde droite. La symétrie évidente du graphique ci-dessous est
un premier argument pour l’existence du monopôle magnétique comme
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complétant le modèle standard. Il y a huit ondes gauches, numérotées
de 1 à 8. Il n’y a aucune raison qui empêcherait l’existence d’une hui-
tième onde droite. La partie centrale de la figure correspond aux quatre
ondes de la partie leptonique. Chacune des 16 ondes est une fonction de
l’espace et du temps à valeur dans C2.

Rappelons l’origine de la chiralité des ondes fermioniques, qui est re-
lativiste : soit M un élément quelconque de M2(C) = Cl3 (l’algèbre
engendrée par les matrices de Pauli σj , j = 1, 2, 3), soit x l’élément
général de l’espace-temps :

M = M0 + M1 + M2 + M3; M0 = s; M1 = M j
1σj ; M2 = iM j

2σj ,

M3 = ip; s ∈ R; M j
1 ∈ R; M j

2 ∈ R; p ∈ R, (1.1)

reiθ = det(M); M̂ = M0 −M1 + M2 −M3, (1.2)

M̃ = M† = M0 + M1 −M2 −M3, (1.3)

M = M̂† = M0 −M1 −M2 + M3, (1.4)

x = xµσµ =
(

x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
. (1.5)

où on utilise la sommation usuelle sur les indices hauts et bas, avec des
indices latins allant de 1 à 3 et des indices grecs allant de 0 à 3. Les quatre
parties de la figure sont associés aux quatre types de représentations du
groupe Cl∗3. En effet la transformation :

f : x 7→ x′ = f(x) = MxM†, (1.6)

est, lorsque det(M) = 1, une transformation de Lorentz conservant
l’orientation du temps et de l’espace. Sous cette transformation les ondes
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droites et gauches se transforment selon :

Rn 7→ R′n = MRn; L̂n 7→ L̂′n = M̂L̂n,

R̃n 7→ R̃′n = R̃nM̃ ; L
n 7→ L′n = L

n
M. (1.7)

Le précédent tableau ne rend pas compte que de la première génération,
car les deux autres sont complètement semblables, et on peut proposer
une explication à cette situation, explication qui permet aussi l’existence
d’un quatrième neutrino (voir [35] 2.6).

L’onde quantique de l’électron, ou du monopôle magnétique, a été
initialement introduite comme une application de l’espace-temps dans
C4 (spineurs de Dirac). La forme que prend l’invariance relativiste oblige
à considérer cet espace-temps comme la partie des M de Cl3 telle que
M = M† = M0+M1. Comme le cône de lumière (det(x) = 0) ne nous est
pas accessible, nous pouvons considérer que x ∈ Cl∗3. Par ailleurs toutes
les solutions utiles de l’équation d’onde de l’électron (ondes planes et
solutions pour l’atome d’hydrogène) sont à valeur dans Cl∗3 (voir [35]
Annexe C). L’onde quantique de l’électron, du monopôle magnétique et
de chaque état de couleur des quarks, est donc une application de Cl∗3
dans Cl∗3. On peut alors constater que la condition restrictive det(M) = 1
n’a aucune nécessité géométrique, la dynamique de l’onde quantique est
en fait invariante sous le groupe plus vaste Cl∗3 = GL(2, C).

Parmi les nombreuses choses qui trouvent alors une explication,
la plus importante est la quantification elle-même (voir [35] 3.5, 4.7
et 5.6.2). D’abord les transformations f induites sont des similitudes,
composées d’une transformation de Lorentz conservant l’orientation du
temps et de l’espace et d’une homothétie de rapport r. Le groupe
Cl∗3 = GL(2, C) est un groupe de Lie de dimension 8 sur R, son al-
gèbre de Lie est l’algèbre Cl3 elle-même. Nous notons φe = φe(x) l’onde
de l’électron, φn = φn(x) l’onde du monopôle magnétique, φdc, c = r, g, b
les ondes des états de couleur du quark d, φuc, c = r, g, b les ondes des
états de couleur du quark u. Le modèle standard suppose que chacune de
ces ondes suit une équation de Dirac. Avec le terme de masse obtenu par
Lochak pour le monopôle magnétique, et dans le cas où l’équation d’onde
est homogène, l’équation d’onde de l’électron (équation de Dirac à terme
de masse non linéaire, ayant l’équation de Dirac comme approximation
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linéaire) s’écrit sous forme invariante :

0 = φe(∇φ̂e)σ21 + φeqAφ̂e + mρ, (1.8)

φe = φ̂†e; A = Aµσµ; φeφe = ρeiβ = det(φe). (1.9)

Cette dernière égalité définit l’angle d’Yvon-Takabayasi β. Les Aµ sont
les composantes du potentiel électromagnétique. Notant η1 la compo-
sante gauche et ξ1 la composante droite de l’onde électronique, nous
avons :

φe =
√

2
(

ξ1
1 −η̄1

2

ξ1
2 η̄1

1

)
; φ̂e =

√
2
(

η1
1 −ξ̄1

2

η1
2 ξ̄1

1

)
, (1.10)

ρeiβ = det(φe) = Ω1 + iΩ2 = 2η1†ξ1 (1.11)

Le modèle standard s’est construit par généralisation de la théorie quan-
tique des champs. Il présente deux caractéristiques différentes par rap-
port à ce que nous venons de décrire pour l’électron : l’équation d’onde
est invariante de jauge sous un groupe plus vaste et non commutatif.
L’onde est à valeur dans un espace d’opérateurs linéaires agissant sur
l’onde elle-même. On peut rendre compte très simplement de ces deux
caractéristiques en constatant que l’onde quantique de l’électron, du mo-
nopôle magnétique ou des quarks de couleur est à valeur dans l’espace
des endomorphismes sur Cl3, espace qui se trouve être aussi une algèbre
de Clifford : end(Cl3) = M8(R) = Cl3,3. On a alors :

φ(x) = [Ψ(x)](χ); φ(x) ∈ Cl3; χ ∈ Cl3; Ψ(x) ∈ Cl3,3. (1.12)

2 Terme général et renversé dans Cl1,5 et Cl3,3

Nous avons précédemment utilisé l’algèbre Cl1,5, parce qu’elle était
une généralisation naturelle de Cl1,3, algèbre d’un espace-temps de si-
gnature + - - -. On relie l’algèbre d’espace-temps Cl1,3 à cette al-
gèbre plus vaste en utilisant la représentation matricielle suivante, avec
µ = 0, 1, 2, 3 :

Lµ =
(

0 γµ

γµ 0

)
; L4 =

(
0 −I4

I4 0

)
; L5 =

(
0 i
i 0

)
, (2.1)

où I4 est la matrice unité 4× 4 et où

i = γ0123 = γ0γ1γ2γ3 = iγ5; I =
(

1 0
0 1

)
. (2.2)
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On utilise toujours la représentation matricielle convenant pour les fortes
vitesses :

γ0 = γ0 =
(

0 I
I 0

)
; γj = −γj =

(
0 −σj

σj 0

)
; γ5 =

(
I 0
0 −I

)
, (2.3)

où les σj sont les matrices de Pauli. Nous utilisons maintenant une autre
algèbre, de même dimension, Cl3,3, qui est aussi l’algèbre des endomor-
phismes de Cl3. Cette algèbre se relie à Cl1,3 et Cl1,5 grâce à :

Γµ = Lµ =
(

0 γµ

γµ 0

)
, µ = 0, 1, 2, 3, (2.4)

Γ4 = iL4 =
(

0 −iI4

iI4 0

)
; Γ5 = −iL5 =

(
0 γ5

γ5 0

)
, (2.5)

Les indices µ, ν, ρ . . . ont pour valeur 0, 1, 2, 3 et les indices a, b, c, d, e ont
pour valeur 0, 1, 2, 3, 4, 5. On a :

Γµν = Lµν = LµLν =
(

γµν 0
0 γµν

)
, (2.6)

Γµνρ = Lµνρ = LµνLρ =
(

0 γµνρ

γµνρ 0

)
(2.7)

Γ0123 = L0123 = L01L23 =
(

γ0123 0
0 γ0123

)
=
(

i 0
0 i

)
(2.8)

Γ45 = L45 = L4L5 =
(
−i 0
0 i

)
(2.9)

Γ012345 = L012345 = L0123L45 =
(

I4 0
0 −I4

)
(2.10)

On obtient aussi :

L01235 = L0123L5 =
(

i 0
0 i

)(
0 i
i 0

)
=
(

0 −I4

−I4 0

)
, (2.11)

Lµ4 =
(

γµ 0
0 −γµ

)
; Lµ5 =

(
γµi 0
0 γµi

)
(2.12)

Lµν4 =
(

0 −γµν

γµν 0

)
; Lµν5 =

(
0 γµν i

γµν i 0

)
(2.13)

Lµνρ4 =
(

γµνρ 0
0 −γµνρ

)
; Lµνρ5 =

(
γµνρi 0

0 γµνρi

)
. (2.14)
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De même on obtient :

Lµ45 =
(

0 γµi
−γµi 0

)
; Lµν45 =

(
−γµν i 0

0 γµν i

)
(2.15)

Lµνρ45 =
(

0 γµνρi
−γµνρi 0

)
; L01234 =

(
0 −i
i 0

)
(2.16)

Le terme général de Cl1,5 s’écrit :

Ψ1,5 = Ψ1,5
0 + Ψ1,5

1 + Ψ1,5
2 + Ψ1,5

3 + Ψ1,5
4 + Ψ1,5

5 + Ψ1,5
6 , (2.17)

Ψ1,5
1 =

a=5∑
a=0

NaLa, Ψ1,5
2 =

∑
06a<b65

NabLab, Ψ1,5
3 =

∑
06a<b<c65

NabcLabc

Ψ1,5
4 =

∑
06a<b<c<d65

NabcdLabcd, Ψ1,5
5 =

∑
06a<b<c<d<e65

NabcdeLabcde,

Ψ1,5
0 = sI8, s ∈ R ; Ψ1,5

6 = pL012345, p ∈ R. (2.18)

où les N ind sont des nombres réels. Le terme général de Cl3,3 s’écrit :

Ψ3,3 = Ψ3,3
0 + Ψ3,3

1 + Ψ3,3
2 + Ψ3,3

3 + Ψ3,3
4 + Ψ3,3

5 + Ψ3,3
6 , (2.19)

Ψ3,3
1 =

a=5∑
a=0

NaΓa, Ψ3,3
2 =

∑
06a<b65

NabΓab, Ψ3,3
3 =

∑
06a<b<c65

NabcΓabc

Ψ3,3
4 =

∑
06a<b<c<d65

NabcdΓabcd, Ψ3,3
5 =

∑
06a<b<c<d<e65

NabcdeΓabcde,

Ψ3,3
0 = sI8, s ∈ R ; Ψ3,3

6 = pΓ012345 = pL012345, p ∈ R. (2.20)

Pour Cl3,3 on a :

Γind 4 = iLind 4; Γind 5 = −iLind 5; Γind 45 = Lind 45. (2.21)

Les termes scalaires et pseudo-scalaires s’écrivent, pour les deux al-
gèbres :

αI8 + ωL012345 =
(

(α + ω)I4 0
0 (α− ω)I4

)
(2.22)

αI8 − ωL012345 =
(

(α− ω)I4 0
0 (α + ω)I4

)
(2.23)
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Pour le calcul du terme 1-vecteur

NaLa = N4L4 + N5L5 + NµLµ

on pose
β = N4 ; δ = N5 ; a = Nµγµ. (2.24)

Ceci donne

Ψ1,5
1 =

(
0 −βI4 + δi + a

βI4 + δi + a 0

)
, (2.25)

Ψ3,3
1 =

(
0 −iβI4 − iδi + a

iβI4 − iδi + a 0

)
(2.26)

Pour le calcul du terme 2-vecteur

NabLab = N45L45 + Nµ4Lµ4 + Nµ5Lµ5 + NµνLµν

on pose

ε = N45 ; b = Nµ4γµ ; c = Nµ5γµ ; A = Nµνγµν (2.27)

Ceci donne :

Ψ1,5
2 =

(
−εi + b− ic + A 0

0 εi− b− ic + A

)
, (2.28)

Ψ3,3
2 =

(
−εi + ib + iic + A 0

0 εi− ib + iic + A

)
. (2.29)

Pour le calcul du terme 3-vecteur

NabcLabc = Nµ45Lµ45 + Nµν4Lµν4 + Nµν5Lµν5 + NµνρLµνρ

on pose

d = Nµ45γµ ; B = Nµν4γµν ; C = Nµν5γµν ; ie = Nµνργµνρ (2.30)

Ceci donne :

Ψ1,5
3 =

(
0 di−B + iC + ie

id + B + iC + ie 0

)
, (2.31)

Ψ3,3
3 =

(
0 di− iB− iiC + ie

id + iB− iiC + ie 0

)
(2.32)
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Pour le calcul du terme 4-vecteur

NabcdLabcd = Nµν45Lµν45 + Nµνρ4Lµνρ4 + Nµνρ5Lµνρ5 + N0123L0123

on pose

D = Nµν45γµν ; if = Nµνρ4γµνρ ; ig = Nµνρ5γµνρ ; ζ = N0123

(2.33)

Ceci donne :

Ψ1,5
4 =

(
−iD + if + g + ζi 0

0 iD− if + g + ζi

)
, (2.34)

Ψ3,3
4 =

(
−iD + iif − ig + ζi 0

0 iD− iif − ig + ζi

)
(2.35)

Pour le calcul du terme 5-vecteur

NabcdeLabcde = Nµνρ45Lµνρ45 + N01234L01234 + N01235L01235

on pose
ih = Nµνρ45γµνρ ; η = N01234 ; θ = N01235 (2.36)

Ceci donne :

Ψ1,5
5 =

(
0 h− ηi− θI4

−h + ηi− θI4

)
, (2.37)

Ψ3,3
5 =

(
0 h− iηi + iθI4

−h + iηi + iθI4

)
(2.38)

Nous obtenons alors

Ψ1,5 =
(

Ψ1Ψ2

Ψ3Ψ4

)
(2.39)

Ψ1 = (α + ω) + (b + g) + (A− iD) + i(−c + f) + (ζ − ε)i,
Ψ2 = −(β + θ) + (a + h) + (−B + iC) + i(−d + e) + (δ − η)i,
Ψ3 = (β − θ) + (a− h) + (B + iC) + i(d + e) + (δ + η)i, (2.40)
Ψ4 = (α− ω) + (−b + g) + (A + iD) + i(−c− f) + (ζ + ε)i.



172 C. Daviau, J. Bertrand

Nous avons alors :
1
2
(Ψ1 + Ψ4) = P1 + I1; P1 = α + A + ζi; I1 = g − ic, (2.41)

1
2
(Ψ1 −Ψ4) = P4 + I4; P4 = ω − iD− εi; I4 = b + if , (2.42)

1
2
(Ψ2 + Ψ3) = P2 + I2; P2 = −θ + iC + δi; I2 = a + ie, (2.43)

1
2
(−Ψ2 + Ψ3) = P3 − I3; P3 = β + B + ηi; I3 = h− id. (2.44)

Le terme général de Cl3,3 est :

Ψ3,3 =
(

Ψl + iΨb Ψr + Ψg

Ψr −Ψg Ψl − iΨb

)
, (2.45)

Ψl + iΨb = α + A + ζi− i(g − ic) + ω − iD− εi + i(b + if),
Ψl − iΨb = α + A + ζi− i(g − ic)− [ω − iD− εi + i(b + if)], (2.46)
Ψr + Ψg = −i(−θ + iC + δi) + a + ie− i(β + B + ηi) + h− id,

Ψr −Ψg = −i(−θ + iC + δi) + a + ie + i(β + B + ηi)− (h− id).

Ceci nous donne :

Ψl = P1 − iI1; P1 =
(

φe 0
0 φ̂e

)
= α + A + ζi, (2.47)

I1 =
(

0 φn

φ̂n 0

)
= g − ic, (2.48)

Ψr = −iP2 + I2; P2 =
(

φdr 0
0 φ̂dr

)
= −θ + iC + δi, (2.49)

I2 =
(

0 φur

φ̂ur 0

)
= a + ie, (2.50)

Ψg = −iP3 + I3; P3 =
(

φdg 0
0 φ̂dg

)
= β + B + ηi, (2.51)

I3 =
(

0 φug

φ̂ug 0

)
= h− id, (2.52)

Ψb = −iP4 + I4; P4 =
(

φdb 0
0 φ̂db

)
= ω − iD− εi, (2.53)

I4 =
(

0 φub

φ̂ub 0

)
= b + if . (2.54)
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Dans ces égalités, Ψl est à part tandis que Ψr, Ψg et Ψb ont exactement
la même structure : ceci est l’origine de la différence entre onde
leptonique et onde des quarks.

Dans Cl1,3 le renversé de A = A0 + A1 + A2 + A3 + A4 est Ã =
A0 +A1−A2−A3 +A4, nous devons changer de signe les bivecteurs A,
B, iC, iD, et les trivecteurs ic, id, ie, if et nous obtenons donc

Ψ̃l = P̃1 − iĨ1; P̃1 =
(

φe 0
0 φ†e

)
= α−A + ζi, (2.55)

Ĩ1 =
(

0 φ†n
φn 0

)
= g + ic, (2.56)

Ψ̃r = −iP̃2 + Ĩ2; P̃2 =
(

φdr 0
0 φ†dr

)
= −θ − iC + δi, (2.57)

Ĩ2 =
(

0 φur

φur 0

)
= a− ie, (2.58)

Ψ̃g = −iP̃3 + Ĩ3; P̃3 =

(
φdg 0
0 φ†dg

)
= β −B + ηi, (2.59)

Ĩ3 =
(

0 φug

φug 0

)
= h + id, (2.60)

Ψ̃b = −iP̃4 + Ĩ4; P̃4 =
(

φdb 0
0 φ†db

)
= ω + iD− εi, (2.61)

Ĩ4 =
(

0 φub

φub 0

)
= b− if . (2.62)

Maintenant le renversé dans Cl3,3 de

A = A0 + A1 + A2 + A3 + A4 + A5 + A6

est
Ã = A0 + A1 −A2 −A3 + A4 + A5 −A6

Les seuls termes qui changent de signe sont les scalaires ε et ω, les vec-
teurs b, c, d, e et les bivecteurs A, B, C. Ces changements de signe ne
sont pas les mêmes dans Cl3,3 que dans Cl1,3. Les différences sont com-
pensées par le fait que la réversion dans Cl3,3 échange aussi les places des
termes Ψl et Ψb. Il en résulte que les Pn sont transformés en P̃n et les
In sont transformés en Ĩn pour n = 1, 2, 3. Par contre P4 est transformé
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en −P̃4 et I4 est transformé en −Ĩ4 Nous obtenons alors

Ψ̃3,3 =

(
Ψ̃l − iΨ̃b Ψ̃r + Ψ̃g

Ψ̃r − Ψ̃g Ψ̃l + iΨ̃b

)
. (2.63)

avec :

Ψl =
(

φe −iφn

−iφ̂n φ̂e

)
; Ψ̃l =

(
φe −iφ†n
−iφn φ†e

)
, (2.64)

Ψc =
(
−iφdc φuc

φ̂uc −iφ̂dc

)
; Ψ̃c =

(
−iφdc φ†uc

φuc −iφ†dc

)
, c = r, g, b. (2.65)

La théorie quantique des champs considère les valeurs de l’onde quan-
tique comme des opérateurs de création et d’annihilation, l’onde d’un
électron étant l’opérateur de création de l’électron. Or l’onde quantique
est, dès la prise en compte de la relativité, élément de end(Cl3), donc
d’un anneau d’endomorphismes. Cet anneau qui est Cl3,3 = M8(R),
est suffisant pour obtenir une onde quantique contenant les huit ondes
droites et les huit ondes gauches rendant compte de tous les composants
de la première génération. En plus et en prime on obtient la séparation
entre l’onde leptonique Ψl et les trois ondes similaires des quarks Ψr,
Ψg et Ψb, que le modèle standard a décrits en termes de couleurs red,
blue, green. Cette séparation est l’origine du fait que le groupe de jauge
du modèle standard, U(1) × SU(2) × SU(3) ne contient qu’un SU(3)
agissant seulement sur l’indice de couleur, et ne peut pas contenir un
SU(4) qui permettrait de transformer un quark en lepton. Ceci a deux
conséquences, d’une part l’onde leptonique, dont l’onde du monopôle
magnétique, ne voit pas les interactions fortes, d’autre part la grande
unification, incluant SU(3) dans un groupe simple plus vaste, ne marche
pas (le nombre baryonique se conserve).

Comme nous étudions ici principalement le monopôle magnétique,
nous pouvons nous restreindre maintenant à l’étude de Ψl et à l’inva-
riance de jauge des interactions faibles, c’est-à-dire à l’invariance sous
U(1)× SU(2).

3 Invariance de jauge électro-faible avec terme de masse

Nous suivons ici ce qui a été exposé au chapitre 3 de Modèle standard
et gravitation. Nous posons :

φe = φ1 =
√

2
(

ξ1
1−η̄1

2

ξ1
2 η̄1

1

)
; ξ1 =

(
ξ1
1

ξ1
2

)
; η1 =

(
η1
1

η1
2

)
, (3.1)
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φmm = −iφn = φ̃8 =
√

2
(

ξ8
1−η̄8

2

ξ8
2 η̄8

1

)
; ξ8 =

(
ξ8
1

ξ8
2

)
; η8 =

(
η8
1

η8
2

)
, (3.2)

φ1 = R1 + L1; R1 =
√

2
(

ξ1
1 0

ξ2
1 0

)
; L̂1 =

√
2
(

η1
1 0

η1
2 0

)
, (3.3)

φ̃8 = R̃8 + L̃8; R̃8 =
√

2
(

ξ8
1 0

ξ8
2 0

)
; L

8
=
√

2
(

η8
1 0

η8
2 0

)
. (3.4)

Les quatre équations aux dérivées partielles ont une allure similaire :

i∇η1 = p1η
1, (3.5)

i∇̂ξ1 = p̂2ξ
1, (3.6)

i∇̃η8 = p3η
8, (3.7)

i∇ξ8 = p̂4ξ
8. (3.8)

Avec
p1 = −p2 = qA + mv, (3.9)

les équations (3.5) et (3.6) sont les deux parties de l’équation d’onde de
l’électron :

∇φ̂1σ12 = (qA + mv)φ̂1, (3.10)

φ
1∇φ̂1σ12 = φ

1
qAφ̂1 + mρ. (3.11)

où le vecteur v est le vecteur J/ρ généralisant celui de l’électron seul :

J = φeφ
†
e + φmmφ†mm; v =

J
ρ
, (3.12)

J0 = |ξ1
1 |2 + |ξ1

2 |2 + |ξ8
1 |2 + |ξ8

2 |2 + |η1
1 |2 + |η1

2 |2 + |η8
1 |2 + |η8

2 |2, (3.13)

ρ2 = J · J = JĴ = (J0)2 − (J1)2 − (J2)2 − (J3)2, (3.14)

1 = v · v = vv̂ = (v0)2 − (v1)2 − (v2)2 − (v3)2 (3.15)

J est le courant conservatif densité de probabilité. v est la vitesse d’uni-
vers de ce courant. Comme le calcul s’effectue dans une algèbre unitaire
il en résulte que v est inversible et que v̂ = v−1. Le courant de pro-
babilité dépend de toutes les composantes de l’onde leptonique, ce qui
en couple les différentes parties : les équations (3.5) à (3.8) ne sont pas
indépendantes.

La transformation M 7→ M̂ étant un automorphisme involutif dans
Cl3 on peut considérer l’onde leptonique comme un couple Ψ = (φ1 φ8),
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ces couples engendrant l’algèbre Cl1,3, qui est un module à gauche (ou
à droite) sur Cl3. Pour obtenir le groupe de jauge électro-faible il suffit
de considérer :

P±(Ψ) =
1
2
(Ψ± iΨγ21) ; i = γ0123, (3.16)

P0(Ψ) = Ψγ21 + (1− p)P−(Ψ)i + piP−(Ψ), (3.17)

P1(Ψ) =
1
2
(iΨγ0 + Ψγ012) = P+(Ψ)γ3i, (3.18)

P2(Ψ) =
1
2
(Ψγ3 − iΨγ123) = P+(Ψ)γ3, (3.19)

P3(Ψ) =
1
2
(−Ψi + iΨγ30) = P+(Ψ)(−i). (3.20)

Nous avons introduit ici un nombre p qui est lié à la charge du monopôle
magnétique, et qui est nul pour le neutrino sans onde droite. Le modèle
de Weinberg-Salam remplace les dérivées partielles ∂µ par les dérivées
covariantes :

Dµ = ∂µ − ig1
Y

2
Bµ − ig2TjW

j
µ (3.21)

avec Tj = τj/2 pour un doublet de particules gauches et Tj = 0 pour
un singulet de particule droite. Y est l’hypercharge faible, YL = −1,
YR = −2 pour l’électron. On pose :

D = σµDµ; D = γµDµ =
(

0D
D̂0

)
; B = σµBµ; B = γµBµ =

(
0B

B̂ 0

)
,

W j = σµW j
µ; Wj = γµW j

µ =
(

0 W j

Ŵ j 0

)
. (3.22)

On remplace maintenant (3.21) par :

D = ∂∂∂ +
g1

2
BP0 +

g2

2
(W1P1 + W2P2 + W3P3). (3.23)

En notant avec un indice surligné l’onde de l’anti-particule. On obtient :

Dφ
8

= ∇φ
8

+ i
g1

2
B(−2pL

8
+ R

8
) + i

g2

2
[(W 1 − iW 2)R̂1 −W 3R

8
]

Dφ̂1 = ∇φ̂1 + i
g1

2
B(−2L̂1 + R̂1) + i

g2

2
[(W 1 + iW 2)R

8
+ W 3R̂1]

D̂φ1 = ∇̂φ1 + i
g1

2
B̂(2R1 − L1) + i

g2

2
[(Ŵ 1 − iŴ 2)L̃8 − Ŵ 3L1] (3.24)

D̂φ̃8 = ∇̂φ̃8 + i
g1

2
B̂(2pR̃8 − L̃8) + i

g2

2
[(Ŵ 1 + iŴ 2)L1 + Ŵ 3L̃8].
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En utilisant l’automorphisme principal M 7→ M̂ et en séparant les parties
droites et gauches on a :

D̂R1 = ∇̂R1 + ig1B̂R1,

DL̂1 = ∇L̂1 + i
g1

2
BL̂1 − ig2

2
[(W 1 + iW 2)L

8 −W 3L̂1] (3.25)

DL
8

= ∇L
8

+
ig1

2
BL

8 − ig2

2
[(W 1 − iW 2)L̂1 + W 3L

8
]

D̂R̃8 = ∇̂R̃8 + ipg1B̂R̃8.

Pour les ondes du positron et de l’anti-monopôle, avec la conjugaison de
charge usuelle en mécanique quantique, on obtient de même :

DL̂1 = ∇L̂1 − ig1BL̂1,

D̂R1 = ∇̂R1 − ig1

2
B̂R1 − ig2

2
[(Ŵ 1 − iŴ 2)R̃8 + Ŵ 3R1]. (3.26)

D̂R̃8 = ∇̂R̃8 − i
g1

2
B̂R̃8 − i

g2

2
[(Ŵ 1 + iŴ 2)R1 − Ŵ 3R̃8]

DL
8

= ∇L
8 − ig1pBL

8
.

Le grand avantage de l’équation d’onde améliorée de l’électron est que
le terme de masse, transposition de celui du monopôle dans le cas où
l’équation d’onde est proche de l’équation de Dirac, se généralise à :

0 = −iDL̂1 + mvL̂1

0 = −iD̂R1 + mv̂R1,

0 = −iD̃L
8

+ m1vL
8
, (3.27)

0 = −iDR̃8 + m2v̂R̃8.

Il importe de remarquer ici que, contrairement au cas de l’électron, le
monopôle magnétique peut comporter deux masses différentes pour la
partie droite et la partie gauche de l’onde. On peut alors faire l’hypothèse
que c’est la raison de la différence d’intensité entre ce qui semble être
deux parties d’une même trace [30][37][38] :
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Les deux parties d’une onde de monopôle ont, avec (3.27), la même
vitesse locale, ceci justifierait le parallélisme des deux parties d’une même
trace. Ceci justifierait ensuite le fait que les deux parties, gauche et droite
d’une même trace, puissent présenter une même longueur d’onde :

Les équations d’onde (3.27) sont invariantes de jauge sous le groupe
U(1) × SU(2) engendré par les P0, P1, P2, P3 de (3.17) à (3.20). Ceci
permet de simplifier la partie de jauge des équations d’onde (3.5) à (3.8) :

a1 = b + 3w3; p1 = a1 + mv = b + 3w3 + mv; b =
g1

2
B, (3.28)

0 = −i∇η1 + p1η
1, (3.29)

a2 = 2b; p2 = a2 + mv = 2b + mv; 0 = −i∇̂ξ1 + p̂2ξ
1, (3.30)

a3 = b− 3w3; p3 = a3 + m1v = b− 3w3 + m1v; w3 =
g2

2
W 3, (3.31)

0 = −i∇η8 + p3η
8, (3.32)

a4 = 2pb; p4 = a4 + m2v = 2pb + m2v; 0 = −i∇̂ξ8 + p̂4ξ
8. (3.33)

Ces équations découlent d’une densité lagrangienne, comme en théorie
de Dirac, et cette densité lagrangienne est elle-même conséquence des
équations d’onde (voir [35] 3.3.3) :

0 = L1 = −iη1†∇η1 + η1†p1η
1, (3.34)

0 = L2 = −iξ1†∇̂ξ1 + ξ1†p̂2ξ
1, (3.35)

0 = L3 = −iη8†∇η8 + η8†p3η
8, (3.36)

0 = L4 = −iξ8†∇̂ξ8 + ξ8†p̂4ξ
8, (3.37)

0 = L = L1 + L2 +
m

m1
L3 +

m

m2
L4. (3.38)

On a étudié en 3.3.4 de [35] comment les équations de Lagrange fonc-
tionnent de manière purement algébrique, sans aucune condition sur
l’onde. On y a ensuite expliqué pourquoi l’angle de Weinberg-Salam vaut
exactement 30◦. Comme les parties droites et gauches des ondes sont net-
tement séparées dans l’écriture précédente de la densité lagrangienne, il
apparait non pas un mais deux tenseurs d’impulsion-énergie, le tenseur
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de Tétrode T qui vient de la somme des Ln et le tenseur ininterprété V
de O. Costa de Beauregard [39], qui est la différence entre sommes des
tenseurs droits et gauches (voir [35] 3.4) :

Tµ
λ = <

[
i[η1†σµdλη1 + ξ1†σ̂µdλξ1 + k1η

8†σµdλη8 + k2ξ
8†σ̂µdλξ8]

]
,

(3.39)

V µ
λ = <

[
− i[η1†σµdλη1 − ξ1†σ̂µdλξ1 + k1η

8†σµdλη8 − k2ξ
8†σ̂µdλξ8]

]
.

(3.40)

avec k1 = m/m1, k2 = m/m2 et où les opérateurs dλ sont définis par :

dλη1 = [∂λ + iq(B′
λ + Wλ)]η1, B′ =

B√
3
, (3.41)

dλξ1 = (∂λ + 2iqB′
λ)ξ1, (3.42)

dλη8 = [∂λ + iq(B′
λ −Wλ)]η8, (3.43)

dλξ8 = (∂λ + 2ipqB′
λ)ξ8. (3.44)

Le tenseur d’impulsion-énergie T est donc la somme de quatre tenseurs,
un pour chacun des spineurs de l’onde leptonique :

T = T 1
L + T 1

R + k1T
8
R + k2T

8
L, (3.45)

T 1
L

µ

λ = <(iη1†σµdλη1). (3.46)

On obtient les trois autres parties simplement en remplaçant η1 par ξ1,
η8 et ξ8, et en remplaçant les σµ par des σ̂µ quand on remplace η par ξ.
Le champ électromagnétique complet F , avec monopôles magnétiques,
est la somme du champ de type électrique qu’on va noter F e et du champ
de type magnétique qu’on va noter Fm. Ils vérifient :

∂µAµ = 0; ∂µZ0µ = 0, (3.47)

F = F e + Fm; F e = ∇Â = ~E + i ~H; ~E = −∂0
~A− ~∂A0; ~H = ~∂ × ~A

Fm = ∇îZ0 = ~Em + i ~Hm; ~Em = ~∂ × ~Z0; ~Hm = ∂0
~Z0 + ~∂Z0

0 .
(3.48)

Nous notons FB le champ créé par le potentiel B′ et FW celui créé par
les Wn. Avec la rotation de 30◦ effectuée par l’angle de Weinberg-Salam
nous avons :

FB = ∇B̂′ =
1
2
∇Â− 1

2
√

3
∇Ẑ0 =

1
2
F e − i

2
√

3
Fm,

FW = ∇Ŵ =
1
2
∇Â +

√
3

2
∇Ẑ0 =

1
2
F e + i

√
3

2
Fm. (3.49)
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La dynamique de l’onde leptonique s’obtient en ajoutant les contribu-
tions venant des ondes droites et des ondes gauches : Ceci nous donne :

∂µTµ =− qF e
µλ(D1µ

L + D1µ
R )σλ − mpq

m2
F e

µλD8µ
R σλ

− iq√
3
Fm

µλ(D1µ
L −D1µ

R − 2m

m1
D8µ

L − pm

m2
D8µ

R )σλ. (3.50)

Remarquons que le terme D8µ
L manque sur la première ligne, ce qui cor-

respond au fait que le neutrino gauche ne voit pas l’interaction électrique,
il est neutre. Lorsque l’électron est seul et qu’il n’y a pas d’interactions
faibles, il reste :

0 = ∂µTµ + qF e
µλ(D1µ

L + D1µ
R )σλ, (3.51)

ce qui donne, avec e = −|e| et q = e/~c, la relation de Lorentz pour une
densité de charge-courant électrique j = eJ sous sa forme relativiste :

0 = ~c∂µTµ + F e
µν jµσν . (3.52)

où F e est le tenseur électromagnétique de la physique relativiste non
quantique. Avec :

F = ∇Â = ~E + i ~H; j = eJ = ρe +~j; f = f0 +~f, (3.53)

où ~E est le champ électrique, ~H le champ magnétique, ρe la densité
de charge, ~j la densité de courant et ~f la densité de force, (3.52) est
équivalent à :

~f = ρe
~E +~j× ~H; f0 = ~E ·~j. (3.54)

On obtient bien la force de Lorentz (3.54) agissant sur la densité de
courant j = e(D1

R + D1
L) de l’électron.

4 Quantification du moment cinétique

La composante T 0
0 du tenseur d’impulsion-énergie vérifie :

T 0
0 = <[i(η1†d0η

1 + ξ1†d0ξ
1 +

m

m1
η8†d0η

8 +
m

m2
ξ8†d0ξ

8)]. (4.1)

Pour une solution de l’équation d’onde d’énergie globale E on a :

−id0ξ
1 =

E

~c
ξ1(~x); −id0ξ

8 =
E

~c
ξ8(~x), (4.2)

−id0η
1 =

E

~c
η1(~x); −id0η

8 =
E

~c
η8(~x). (4.3)
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On a donc (voir [35] 3.4.2) :

T 0
0 = −E

~c
(η1†η1 + ξ1†ξ1 +

m

m1
η8†η8 +

m

m2
ξ8†ξ8)

= −E

~c
(D1

L + D1
R +

m

m1
D8

L +
m

m2
D8

R)0 = −E

~c
J0, (4.4)

en appelant J le courant pondéré par les poids relatifs 1, 1, m
m1

, m
m2

. C’est
ce courant pondéré qui remplace le courant de probabilité de l’électron
seul. La raison de l’existence en physique quantique d’un courant de
probabilité reste la même : l’égalité entre masse d’inertie et masse gra-
vitationnelle impose (voir [35] 3.5) :

0 = E +
∫∫∫

dvT 0
0 ;

∫∫∫
dv

J0

~c
= 1. (4.5)

Le théorème de Noether fait découler la conservation du moment ci-
nétique de l’invariance de la densité lagrangienne sous les rotations
d’espace-temps. Nous avons élargi ce groupe d’invariance au groupe plus
vaste GL(2, C) = Cl∗3. Pour la densité lagrangienne réelle L− et le ten-
seur d’impulsion-énergie correspondant V on a :

V µ
λ = (4.6)

<
[
− i[η1†σµdλη1 − ξ1†σ̂µdλξ1 +

m

m1
η8†σµdλη8 − m

m2
ξ8†σ̂µdλξ8]

]
.

A l’invariance chirale du tenseur V , groupe U(1) de potentiel B, est
associé un courant conservatif j7 qui vaut :

j7 =
1
2
(D1

L + D1
R +

m

m1
D8

L +
m

m2
D8

R). (4.7)

Donc le moment cinétique propre vérifie avec (4.5) :

j7 =
1
2
(D1

L + D1
R +

m

m1
D8

L +
m

m2
D8

R) =
1
2
Jl, (4.8)∫∫∫

dv
1
c
j0
7 =

1
2c

∫∫∫
dvJ0

l =
~
2
. (4.9)

Le même type de calcul peut être effectué pour la partie quark de l’onde.
On y obtient un résultat similaire : la quantification du moment ciné-
tique avec la valeur attendue ~/2 intervient pour toute l’onde, avec ses
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six parties, trois gauches et trois droites. Si l’électron voyage seul, il
possède à lui seul ce moment cinétique élémentaire ~/2. Si le monopôle
magnétique se promène seul, il possède aussi ce moment cinétique ~/2.
Si un monopôle magnétique interagit avec un électron, c’est l’onde en-
tière, électron + monopôle qui est doté du moment cinétique quantifié.
Ceci semble vérifié expérimentalement parce que si électron et neutrino
avaient chacun un moment cinétique ~/2 on devrait avoir pour le couple
électron - neutrino un spin entier, ce qui n’est jamais le cas. La même
chose se produit pour les trois quarks d’un proton, ou d’un neutron : il
n’y a pas de moment cinétique quantifié pour chacun des quarks, seule-
ment pour le proton entier, ou pour le neutron entier. Le résultat en est
le confinement des quarks dans les protons et neutrons. Le monopôle
magnétique n’étant pas sensible à la couleur on n’a pas cet aspect de
confinement. Mais il n’empêche que c’est l’onde leptonique entière qui
est dotée du moment cinétique quantifié.

5 Interaction magnétique du monopôle

Le modèle standard utilise, pour supprimer les anomalies liées à la
chiralité, le fait que la somme des charges électriques des différentes
ondes est nulle. Comme ces charges proviennent des charges faibles, on
obtiendra cette suppression des anomalies en supposant, comme on le
fait dans le modèle standard, que la somme des coefficients du potentiel
de jauge b est nulle :

0 =
3
2

+
−5
2

+
1
2
− 4p− 1

2
+ 3(

1
6

+
1
6

+
−5
6

+
−5
6

) = −2p− 4

p = −2. (5.1)

On notera que (5.1) conduirait, en l’absence des quarks, à une somme
nulle seulement si p = 0, c’est-à-dire seulement en cas d’absence du mo-
nopôle. Donc le monopôle n’existe que parce que les quarks eux-mêmes
existent. On a alors :

jm = gD8
R; Q =

g

~c
=

2mq

m2
; g =

2m

m2
e, (5.2)

1
2

=
eg

~c
=

2m

m2
α, (5.3)

où α est la constante de structure fine. Ceci nous donne pour la masse
m2 du monopôle droit :

m2 = 4αm. (5.4)
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Cette relation doit aussi concerner les deux monopôles faisant partie de
la seconde et de la troisième génération. On peut aussi noter que cette
relation ne contraint pas la masse du neutrino gauche, m1, qui peut donc
être très petite. On obtient ensuite pour le courant magnétique :

km = − g√
3
D8

R + 2
em√
3m1

D8
L =

2em√
3

(
D8

L

m1
− D8

R

m2
). (5.5)

Si m1 est beaucoup plus petit que m2, la force s’exerçant sur le mono-
pôle magnétique est due principalement au courant gauche, c’est-à-dire
au courant du neutrino. Cela pourrait expliquer pourquoi on voit diffi-
cilement la partie droite de l’onde du neutrino-monopôle. Avec p = −2,
l’équation d’onde du monopôle magnétique devient (voir [40] 2.3.7) :

0 = ∇φ
8− qAφ

8
(σ12− i)− q

2√
3
iZ0φ

8
+vφ

8
(
m1 + m2

2
σ12 +

m1 −m2

2
i).

(5.6)
Et dans le cas de l’onde leptonique complète on obtient (5.5). On pose :

jm = gD8
R; Q =

g

~c
= −mpq

m2
=

2me

m2~c
, (5.7)

ke =
e√
3
(D1

L −D1
R); km = − g√

3
D8

R +
2em√
3m1

D8
L, (5.8)

où g est la charge du monopôle, e = q~c est la charge de l’électron. On
obtient alors pour la dynamique de l’onde complète :

0 = ~c∂µTµ + [F e
µλjµe − F e

µλjµm + Fm
µλikµ

e − Fm
µλikµ

m]σλ. (5.9)

Le second terme F e
µλjµmσλ est celui de l’interaction entre le champ créé

par l’électron avec le monopôle magnétique. La partie magnétique de
l’interaction suit la forme modifiée de Lorentz dans laquelle le rôle des
champs électrique et magnétique est inversé :

~c∂µTµ = Fm
µλikµ

mσλ, (5.10)

∂µTµ = f0 +~f;
i

2
Fm

µλkµ
mσλ = ~km · ~Hm + k0

m
~Hm − ~km × ~Em, (5.11)

~c

2
~f = k0

m
~Hm − ~km × ~Em; Fm = ~Em + i ~Hm. (5.12)
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6 Remarques de conclusion

L’onde leptonique comprend deux parties fort différentes. La partie
monopôle magnétique de l’onde est d’un type voisin de la partie électron,
mais il y a de nombreuses différences, par exemple la possibilité de deux
termes de masse, ou le fait que c’est l’onde de l’électron qui est dans
la partie diagonale de Ψ3,3. C’est cette différence qui rend si difficile
l’étude expérimentale du monopôle magnétique, car nous connaissons
bien les propriétés des électrons et nous nous attendons trop à avoir les
mêmes propriétés pour les monopôles magnétiques. L’onde quantique
leptonique est compatible avec l’existence d’un terme de masse, donc
ce qui est exposé ici se prolonge en y ajoutant la gravitation comme
géométrie de l’espace-temps. La connexion n’utilise que sept des huit
termes possibles car le i de la jauge chirale commute avec tout élément de
Cl3. Il en résulte que B est directement relié à la partie géométrique de la
dérivation invariante. La partie bosonique du modèle standard s’obtient
en itérant un nombre pair de fois les équations des fermions.
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