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RÉSUMÉ. On complète la dérivation de la distribution de Planck pro-
posée par Boyer en 1969 pour obtenir une distribution pour des bosons
quelconques, incorporant une énergie du point zéro. L’élément nouveau
est l’introduction de la méthode de Réduction fuchsienne, qui permet
d’obtenir la solution générale de l’équation satisfaite par la densité
d’énergie. Les traitements antérieurs d’Einstein et Hopf, et d’Einstein
et Stern sont également incomplets d’un point de vue mathématique,
pour les mêmes raisons.
ABSTRACT. By improving Boyer’s 1969 derivation of Planck’s law,
we obtain an energy distribution for arbitrary Bosons, including a zero-
point energy. The new element is the introduction of the method of
Fuchsian Reduction, that enables a correct determination of the gene-
ral solution of the equation for the energy density. Earlier treatments
by Einstein and Hopf, and Einstein and Stern, are also shown to be
mathematically incomplete, for the same reasons.

P.A.C.S.: 03.50.-z, 02.30.Hq, 02.30.Jr

1 Introduction

Louis de Broglie a proposé en 1922 une dérivation de la loi de Wien
pour la distribution spectrale du rayonnement d’un corps noir en équi-
libre dans la limite des hautes fréquences, sur la base de considérations
relativistes qui, « seules, permettent à la théorie des quanta de lumière
d’obtenir la valeur exacte [. . .] de la pression de radiation, tandis que l’an-
cienne théorie corpusculaire de la lumière conduit à une valeur deux fois
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trop forte » [1, p. 424]. Il avait également déjà envisagé que ses idées pour-
raient s’appliquer à des particules massives (ibid., p. 427). Deux ans plus
tard, il y a tout juste cent ans, S.N. Bose [2] substitua la statistique qui
porte son nom à celle de Maxwell-Boltzmann, et obtint la loi de Planck
que nous connaissons [3]. Peu après, Einstein étendit ces considérations
aux particules massives pour obtenir la distribution de Bose-Einstein.
Cependant, Planck lui-même et de nombreux auteurs après lui, en parti-
culier Einstein, ont tenté de comprendre le mécanisme de l’établissement
de l’équilibre par échange de rayonnement entre des oscillateurs idéaux,
évitant autant que possible l’introduction de discontinuités, absentes de
la théorie classique du rayonnement. Planck fut ainsi conduit à proposer
de modifier sa loi par l’addition d’une « énergie du point zéro » (ÉPZ)
[4] autrement dit, par l’hypothèse qu’un état d’un système dont la tem-
pérature – au sens de la Thermodynamique – serait nulle ne serait pas
pour autant un état d’énergie nulle, ni même un « état fondamental » au
sens de la mécanique ondulatoire. Ce concept semble rendu nécessaire
par différents effets observés [5], et semble solidaire de l’élimination de la
discontinuité dans ce contexte, comme le notaient déjà Einstein et Stern
[6].

Depuis l’interprétation de Schrödinger de la Mécanique ondulatoire,
l’élimination complète des discontinuités ne semble plus aussi désirable,
dans la mesure où certains aspects de la « quantification » peuvent être
représentés sans modification essentielle de la théorie de Broglie. Cepen-
dant, la compatibilité avec la Relativité restreinte reste désirable, tout
particulièrement pour ce qui concerne la théorie du rayonnement. T. H.
Boyer a proposé une dérivation de la loi de Planck fondée sur un modèle
de l’établissement de l’équilibre par échange de rayonnement, sous une
forme compatible avec la Relativité restreinte [7]. Elle évite les difficultés
conceptuelles des dérivations antérieures et fournit également de manière
naturelle une ÉPZ. Les dérivations d’Einstein et Hopf [8] d’une part, et
celle d’Einstein et Stern [9] que prolonge Boyer d’autre part, sont ma-
thématiquement incomplètes, parce l’équation différentielle que satisfait
la distribution d’énergie y est traitée comme si elle était une équation de
type Cauchy-Kovalevska, ce qu’elle n’est pas lorsqu’on l’intègre à par-
tir de la fréquence zéro. La solution générale comporte une constante
d’intégration qui ne fut pas prise en compte, alors qu’elle aurait fourni
des solution physiquement admissibles. On donne ici une solution com-
plète fondée sur la méthode de Réduction fuchsienne [10]. Elle fournit
la distribution de Bose-Einstein avec un potentiel chimique quelconque
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ainsi qu’une ÉPZ ce qui, comme l’a récemment souligné Deeney [11], est
désirable.

On montre dans un premier temps la comment compléter la dériva-
tion d’Einstein et Hopf. On montre ensuite comment améliorer dans le
même esprit celles d’Einstein et Stern et de Boyer. Dans les deux cas,
les calculs sont complètement développés, et peuvent donc être suivis
entièrement sans connaissance préalable de la réduction fuchsienne. Une
brève conclusion clôt l’article.

2 Remarques mathématiques sur le travail d’Ein-
stein et Hopf

Einstein et Hopf déterminent la densité d’énergie ρ(ν, T )dν – dont
nous supprimerons souvent la dépendance par rapport à la température
T , fixée dans tout ce qui suit [12] –, par la solution de l’équation suivante
[8, p. 1114]

c3N

24πRTν2
ρ2 = ρ− ν

3

dρ

dν
(1)

Posant
a = 8πkT/c3, avec k =

R

N
. (2)

l’équation (1) prend la forme plus simple

ν
dρ

dν
− 3ρ = − ρ2

aν2
. (3)

Einstein et Hopf affirment que cette équation s’intègre (“welche integriert
ergibt”) en

ρ = aν2 (4)

On reconnaît “la loi du rayonnement de Rayleigh, bien connue, qui est en
contradiction avec l’expérience de la manière la plus flagrante qui soit”
(“Dies is das wohlbekannte Rayleighsche Strahlungsgesetz, welches mit
des Erfahrung im grellsten Widerspruch steht”).

Or, cette solution n’est pas la plus générale.

Théorème 1 La solution générale de l’équation (1) est donnée par

ρ(ν) =
aν3

ν + ν0
(5)

où ν0 est une constante d’intégration. On retrouve la solution (5) pour
ν0 = 0. Cette solution n’a aucune singularité pour ν ≥ 0 dès que ν0 > 0.
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Démonstration. L’équation (1) est fuchsienne en ν = 0 : le théorème
de Cauchy-Lipschitz ne s’applique pas car le coefficient de la dérivée
dρ/dν s’annule. La méthode de réduction fuchsienne permet de trans-
former systématiquement de telles équations en une suite d’autres du
même type, par des changements d’inconnue et de variables prescrits
par la méthode de réduction, de telle sorte que la dernière équation
ainsi obtenue soit justiciable de l’un des théorèmes d’existence pour des
équations fuchsiennes non linéaires [10]. On développe ici l’argument de
manière élémentaire et autonome, de sorte qu’il soit possible de suivre
tous les calculs sans connaissance préalable de la méthode générale qui
motive les divers changements de variables de cette preuve.

Posons D = ν(d/dν). L’équation (3) s’écrit

(D − 3)ρ+
ρ2

aν2
= 0. (6)

De manière générale, pour toute constante m, (D−m)ρ = νmD(ρν−m).
En particulier,

ν3D
[
ν−3ρ

]
= (D − 3)ρ = − ρ2

aν2
, (7)

Posant
σ = ν3/ρ, (8)

il vient

D(σ−1) = D(ν−3ρ) = −ρ2/(aν5) = −(ν/a)
( ρ
ν3

)2
= −ν

a
σ−2.

Comme D(σ−1) = −σ−2ν d
dνσ, il s’ensuit que

d

dν
σ = 1/a (9)

qui est constante. Par suite, σ(ν) = (ν + ν0)/a, où ν0 est une constante
d’intégration arbitraire. Ainsi, ρ(ν) = ν3σ−1 = aν3/(ν + ν0), cqfd.

3 Remarques mathématiques sur le travail d’Ein-
stein et Stern

L’équation à laquelle aboutissent Einstein et Stern est la suivante [14]

3kT

(
ρ− ν

3

dρ

dν

)
= hνρ+

c3

8πν2
ρ2, (10)
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équation pour laquelle ils obtiennent comme solution la loi de Planck

ρ(ν, T ) =
8πν2

c3
hν

exp
(
hν
kT

)
− 1

. (11)

Ici encore, ce n’est pas la solution la plus générale.

Théorème 2 La solution la plus générale de l’équation (1) est donnée
par

ρ(ν, T ) =
8πν2

c3
hν

exp
(
hν−µ
kT

)
− 1

. (12)

où µ est une constante d’intégration.

On retrouve la solution (11) pour µ = 0. On obtient ainsi une distribution
de Bose-Einstein avec potentiel chimique, sans singularité si µ < 0.

Démonstration. L’équation (10) s’écrit, en tenant compte de la
définition (2),

(D − 3)ρ+
ρ2

aν2
+
hν

kT
ρ = 0, (13)

qui est le pendant de l’équation (6). On obtient maintenant

ν3D
[
ν−3ρ

]
= (D − 3)ρ = − ρ2

aν2
− hν

kT
ρ (14)

Posant à nouveau σ = ν3/ρ, on obtient une équation linéaire à coeffi-
cients constants pour σ :

dσ/dν = 1/a+ (h/kT )σ. (15)

Comme elle admet la solution particulière (constante) −kT
ah , il s’ensuit

que

σ =
kT

ah
[γ exp(hν/kT ) − 1] ,

où γ = γ(T ) est une constante d’intégration. Comme ah/kT = 8πh/c3,
il vient

ρ(ν, T ) =
8πν2

c3
hν

γ exp(hν/kT ) − 1
. (16)

La solution n’a pas de singularité pour ν > 0 lorsque γ ≥ 1. Posant dans
ce cas

γ = e−µ/kT
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avec µ ≤ 0, on obtient

ρ(ν, T ) =
8πν2

c3
hν

exp
(
hν−µ
kT

)
− 1

. (17)

cqfd.On retrouve la solution d’Einstein et Hopf pour γ = 1 ou, de
manière équivalente, µ = 0. L’argument fournit également la solution la
plus générale ; lorsque γ < 1 il faut sans doute poser une troncature pour
les fréquences inférieures à µ.

4 La dérivation de la distribution de Bose-Einstein

Boyer [7] considère une densité ρ(ν, T )dν = ρ̄(ω, T )dω avec ω = 2πν.
Il obtient la distribution d’énergie [7, éq. (36)]

ρ̄(ω, T ) =
ω2

π2c3

(
~ω

exp(~ω/kT ) − 1
+

1

2
~ω
)

(18)

par intégration de l’équation [7, éq. (35)]

1

3

π2c3

kTω2
[ρ̄2(ω, T ) − ρ̄20(ω)] = ρ̄(ω;T ) − 1

3
ω
d

dω
ρ̄(ω, T ), (19)

où
ρ̄0(ω) = ~ω3/(2π2c3).

Pour permettre la comparaison avec les travaux d’Einstein, revenons à
la variable ν. Comme ρ(ν) = 2πρ̄(ω), posons

ρ0 := 2πρ̄0 = ν3/b,

où
b = c3/4πh.

En termes de ν, l’équation (19) s’écrit

(D − 3)ρ+
1

aν2
[
ρ2 − ρ20

]
= 0 (20)

où, rappelons-le, Dρ = ν(dρ/dν). La solution (18) prend la forme

ρ(ν, T ) =
8πν2

c3

[
hν

exp
(
hν
kT

)
− 1

+
1

2
hν

]
. (21)
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Dans la suite, on supprime à nouveau la dépendance de ρ par rapport à
T .

Posant comme avant σ = ν3/ρ, il vient maintenant

dσ

dν
=

1

a

[
1 − σ2

b2

]
. (22)

On ne considère que les solutions positives, et l’on écarte la solution
constante σ = b qui conduirait à ρ = ρ0. Comme cette équation du
premier ordre n’a plus de singularité pour ν = 0, ses autres solutions
ne peuvent prendre la valeur b sans être constantes. Les solutions non-
constantes vérifient alors soit σ > b partout, soit 0 ≤ σ < b.

Les solutions pour lesquelles 0 ≤ σ < b s’obtiennent en posant σ =
b th τ(ν). Il vient alors dτ/dν = 1/(ab) = h/2kT d’où τ(ν) = (hν −
µ)/2kT , µ étant une constante d’intégration et donc,

σ(ν) = b th [(hν − µ)/2kT ],

d’où

ρ(ν) =
ν3

b
coth τ =

2ν3

b

(
1

2
+

1

exp(2τ) − 1

)
.

Comme 2ν3/b = 8πhν3/c3, on obtient

ρ(ν, T ) =
ν3

σ
=

8πν2

c3

 hν

exp
(
hν−µ
kT

)
− 1

+
1

2
hν

 , (23)

qui se réduit à (21) lorsque µ = 0. On reconnaît la loi de Planck avec
ÉPZ et potentiel chimique. La constante d’intégration µ s’interprète donc
comme un potentiel chimique.

Les solutions pour lesquelles σ > b s’obtiennent en posant σ =
b coth τ(ν). Il vient alors dτ/dν = 1/(ab) = h/2kT d’où τ(ν) =
(hν − µ)/2kT , µ étant une constante d’intégration et donc,

σ(ν) = b coth[(hν − µ)/2kT ],

Comme th τ = 2
[
1
2 − 1/(exp(2τ) + 1)

]
, on obtient maintenant l’expres-

sion

ρ(ν, T ) =
ν3

σ
=

8πν2

c3

1

2
hν − hν

exp
(
hν−µ
kT

)
+ 1

 . (24)

Cette distribution est strictement positive si hν > µ.
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5 Conclusion

Nous avons obtenu ce qui semble être la première dérivation de la
distribution de Bose-Einstein avec potentiel chimique non nul et ÉPZ,
fondée sur un mécanisme d’établissement de l’équilibre par échange
de rayonnements électromagnétiques compatible avec la Relativité res-
treinte, par une modification d’un argument de Boyer pour le cas des
photons. Cet argument était lui-même une modification des dérivations
de Broglie de la loi de Wien et d’Einstein et Stern de la loi de Planck.
L’élément nouveau est que les solutions antérieures de l’équation dont la
solution fournit la distribution désirée étaient mathématiquement incom-
plètes. Nous avons obtenu une solution complète à l’aide de la méthode
de Réduction fuchsienne, qui fait apparaître le potentiel chimique comme
une constante d’intégration.
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