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PRÉFACE

Dans cel Ouvrage, nous nous proposons de donner un 
tableau d’ensemble de la Mécanique ondulatoire des corpus­
cules matériels, telle qu’elle se présente actuellement, quand 
on laisse de côté les effets de Relativité. Comme dans d’autres 
livres, nous avons principalement développé la Mécanique 
ondulatoire du corpuscule unique placé dans un champ 
donné qui est l’analogue de la Mécanique classique du point 
matériel, nous avons au contraire voulu dans le présent 
exposé nous placer dès le début dans le cas général de la 
Mécanique ondulatoire des cnsémbles de corpuscules en 
interaction qui est l’analogue de la Mécanique classique des 
systèmes de points matériels et qui contient naturellement la 
Mécanique ondulatoire du corpuscule unique comme cas 
particulier.

Dans l’exposé des principes généraux de la Mécanique 
ondulatoire des systèmes, nous avons cru devoir insister 
assez longuement sur la question des intégrales premières 
ou « constantes du mouvement » dont l’intérêt est considé­
rable. Nous avons cru aussi devoir consacrer un chapitre à 
la théorie du centre de gravité en Mécanique ondulatoire, 
théorie qui, dans beaucoup d’Ouvrages, est passée sous 
silence ou seulement effleurée.

Une étude complète des méthodes de perturbation qui
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jouent un si grand rôle dans la nouvelle Mécanique nous 
aurait entraîné trop loin. Nous nous sommes contenté d’en 
faire une esquisse nous permettant d’établir les formules 
dont nous avions besoin pour les développements ultérieurs.

Dans les trois derniers chapitres, nous avons étudié les 
systèmes contenant des particules de même nature physique. 
Pour étudier ces systèmes, la Mécanique ondulatoire a été 
amenée à introduire des principes nouveaux dont il est plus 
facile de donner un énoncé mathématique précis que de 
comprendre le sens physique profond. Tel est le mystérieux 
et fondamental principe d’exclusion dû à M. Pauli.

La validité de ces principes ne fait aucun doute, car une 
grande partie des succès de la Mécanique ondulatoire, succès 
dont nous avons donné quelques exemples, esL due à leur 
mise en œuvre.

Parmi les questions qui sont traitées dans le dernier 
chapitre, quelques-unes concernent le noyau des atomes. 
On est ainsi amené aux confins de cette « Physique du 
Noyau » qui, à l’heure actuelle, se place au premier plan des 
préoccupations des physiciens : nos connaissances expéri­
mentales commencent à y être nombreuses, mais nos inter­
prétations théoriques y sont encore partielles et mal assurées. 
Nous n’avons pas cru devoir en aborder ici l’élude (’ ).

Nous espérons que ce livre donnera à ses lecteurs une 
idée d’ensemble du vaste édifice que constitue aujourd’hui la 
Mécanique ondulatoire des systèmes de corpuscules.

Louis de Broglie.

(‘) On trouvera celte étude dans le livre suivant de l'auteur : 
De la Mécanique ondulatoire à la théorie du h'oyau . Paris, 
Hermann, 1943.



LA

MÉCANIQUE ONDULATOIRE
DES

SYSTÈMES DE CORPUSCULES

CHAPITRE I.
RAI'l'EL DE RÉSULTATS CLASSIQUES 

DE LA MÉCANIQUE RATIONNELLE.

1. La Dynamique classique des systèmes de points matériels. —
Nous voulons commencer par donner un aperçu sommaire des 
grandes lignes de la Dynamique des systèmes de points matériels. 
Nous considérerons pour cela un ensemble de N points matériels 
ou corpuscules. Chacun de ces points matériels est caractérisé par 
sa masse. En Mécanique classique, il importe peu que les points 
matériels du système soient de même nature et aient par suite la 
même masse ou qu’ils soient de nature différente et aient par 
suite, en général, des masses différentes.

La Dynamique classique détermine le mouvement des N points 
matériels du système en appliquant à chacun d’eux l’équation 
fondamentale de Newton

> >
( i ) F = m v

et en supposant, bien entendu, que, pour repérer la configuration 
de l’ensemble des points matériels, on a choisi un système de 
référence galiléen (c’est-à-dire au repos ou en mouvement recti­
ligne et uniforme par rapport à l’ensemble des étoiles fixes). Ceci

!.. DE DROGUE. 1



2 CHAPITRE I.

donne pour chacun des N corpuscules trois équalions dilï'é- 
rentielles

(2)
it-.JCi

m‘ UF =
d- Yi v

m‘-dF=lt

et le problème consiste à trouver l’ensemble des 3N fonctions 
Xi{t), yi{t) et Zi{t) de la variable « temps » qui satisfont aux 
3N équations (2) et qui correspondent à des positions et des 
vitesses initiales données des N particules.

Les équations (2) étant du second ordre par rapport au temps,
il faut se donner les valeurs x,-(o), y,-(o), z,-(o), , i^ïf)

et des coordonnées et des composantes de vitesse à un

instant initial pris pour origine des temps afin que la solution soit 
déterminée d’une façon univoque. Le fait que la donnée des 
positions et des vitesses initiales détermine entièrement l’évolution 
du système quand les forces (X;Y;Z;) sont connues, constitue le 
« déterminisme mécanique » de la Dynamique classique.

Maintenant, pour préciser le problème ainsi posé, il faut étudier 
les formes possibles des fonctions Xt-, Y,, Z,- qui donnent les 
composantes des forces agissant à chaque instant sur les N 
constituants du système. A priori, on pourrait prendre pour 
ces grandeurs des fonctions quelconques de l’ensemble des 
3N coordonnées X\ . . . des N points matériels et du temps. 
Mais des considérations physiques simples permettent de diminuer 
cette généralité excessive qui serait gênante. Du point de vue 
physique, on peut supposer que chaque point matériel est soumis 
à deux catégories de forces :

1“ les forces extérieures qui peuvent s’exercer sur le système; 
pour chacun des N points matériels, la force de celte nature 
qui agit sur lui est une certaine fonction vectorielle de ses 
coordonnées x-,y\Zi et du temps;

20 les forces d’interaction, d’actions mutuelles, des N points 
matériels les uns sur les autres; il est naturel d’admettre que, 
pour chaque poinl matériel, ces forces s’expriment par des 
fonctions vectorielles dépendant de la distance de ce point aux 
autres points matériels, chacune de ces forces étant ainsi une 
fonction symétrique des positions de deux des points matériels.



Ces premières hypothèses très naturelles du point de vue 
physique étant admises, nous en introduisons ici une troisième 
qui est plus particulière et qu’on n’introduit pas d’une façon 
générale dans les exposés classiques : nous admettrons que toutes 
les forces dérivent d’un potentiel. Non seulement cette hypothèse 
ne s’impose pas. mais il y a des cas physiques bien connus où elle 
n’est pas vérifiée, celui par exemple de points matériels chargés 
électriquement qui exercent en raison de leur mouvement des 
actions magnétiques les uns sur les autres. Nous admettons néan­
moins cette hypothèse parce que nous n’aurons pas à étudier dans 
cet exposé de cas où elle n’est pas valable.

Avec les trois hypoLhèses que nous venons de faire, on voit que 
pour tout point matériel du système, par exemple, pour le fR'nu', 
les forces appliquées dérivent d’une fonction potentiel de la forme 
suivante :

(3) U,(*, s.x; t) = Vi(xi, rh Z/,

i

i'ij étant la distance du fi,me point matériel au y"‘me et ‘Va étant nul 
par définition. Le premier terme du second membre de (3) est le 
potentiel de la force extérieure agissant sur le iieme corpuscule, 
tandis que le second terme est le potentiel des forces d’actions 
mutuelles. Comme on le voit, le temps ne peut intervenir explici­
tement dans l’expression du potentiel que par intermédiaire des 
forces extérieures.

Il nous faut encore ici introduire une hypothèse supplémentaire 
qui est bien connue en Mécanique rationnelle sous le nom de 
« principe de l’égalité de l’action et de la réaction ». Avec notre 
système de postulats, ce principe a pour expression mathématique 
l’égalité

(4) ‘VL/(n;) = V/i(n/).

Elle signifie que la force exercée par le f"’mc point matériel sur 
le y1, mc point matériel est égale à la force exercée par le yleme point 
matériel sur le i‘,L‘mc point matériel.

Avec tout cet ensemble d’hypothèses, on peut écrire les équa-

RAPPEL DE RÉSULTATS CLASSIQUES DE LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 3



CHAPITRE I.

tions ( i ) sous la forme

à_Vj
à Xt

dt- <)yt Zd âji
l

i

et il va nous être maintenant facile de tirer de ces équations les 
théorèmes classiques de conservation. Ce sont des théorèmes qui 
fournissent des intégrales premières des équations du mouvement, 
c’est-à-dire des expressions ne contenant que des dérivées pre­
mières par rapport au temps qui restent constantes en vertu des 
équations du mouvement.

Par exemple, pour trouver la conservation de l’énergie, on

multipliera les équations relatives au fièmt corpuscule par >
d’y i . dz i . «, . j.
■JY et -jy respectivement, on ajoutera et 1 on sommera sur i. Jhn

remarquant que l’on a

(ti)

on obtient facilement

Si le potentiel est indépendant du temps (cas du champ exté­
rieur statique, ou a fortiori nul), on a

( 8i ,-y = const.

ou encore

(9) T -+- U = const.,

T désignant l’énergie cinétique ^ * m; v\ du système et U l’énergie
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potentielle Ü =2^'+^ 2 L’énergie potentielle comprend
i i)

donc la somme des “V-, individuels et la demi-somme des ‘Vjj 
d’interactions, c’est-à-dire que chaque ternie d’interaction ligure 
une seule fois dans l’énergie potentielle.

Les ‘Vij ne peuvent être attribués ni au «ieme, ni auyiem0 corpus­
cule : il y a comme une mise en commun d’une partie de l’énergie 
qui est caractéristique des systèmes de points matériels en inter­
action.

Le théorème de la conservation de l’impulsion est tout aussi 
facile à démontrer.

En sommant sur i la première équation (5), on obtient

( lo)
VT1 d-Xj d
7 mi —t— - —y.-J dt- dt nii dxi

77T ■2(-
ôVj
()Xi

car =o en vertu du principe de l’égalité entre l’action et

la réaction.
Si donc la somme des forces extérieures dans la direction des x 

est nulle, on a
■v? dxi

( n ) ~ const-

11 y a conservation de la composante x de l’impulsion totale du 
système. De même pour les composantes y et z. II en résulte que 
si les forces extérieures appliquées au système ont une somme 
géométrique nulle, l’impulsion totale du système est constante.

A la conservation de l’impulsion, se rattache étroitement l’utilité 
de la notion de centre de gravité. Par définition, le centre de 
gravité d’un système de points matériels est le point géométrique 
dont les coordonnées sont les moyennes pondérées des coor­
données correspondantes des constituants du système, les masses 
servant de facteurs de poids. On a donc pour les coordonnées du 
centre de gravité les définitions

V

( fA.)
2 niiYi
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Ce qui rend cette notion de centre de gravité utile pour l’appli­
cation du théorème de la conservation de l’impulsion, c’est que 
l’impulsion totale du système est égale à l’impulsion d’un point 
matériel fictif dont la masse serait égale à la masse totale du 
système et qui coïnciderait constamment avec son centre de 
gravité. C’est ce que montre immédiatement les équations

( 13 ) ^ mi

conséquences évidentes de (12).

Si l’on désigne alors par M la masse totale du système et
i

par F la somme géométrique des forces extérieures agissant sur le 
système (la somme géométrique des forces intérieures étant d’ail­
leurs nulle d’après le principe de l’action et de la réaction), les 
équations (10) peuvent s’écrire

(if) f M = F ou vectoriellemem MY = K,
dt\dtj d! ’

V étant la vitesse du centre de gravité. Ainsi le système se meut de 
telle sorte que son centre de gravité se déplace comme un point 
matériel de masse M qui serait soumis à la résultante de toutes les

forces extérieures. Si la composante x de F est nulle, la compo­
sante a? de l’impulsion du centre de gravité est constante : le mou­
vement du centre de gravité le long de l’axe x est donc alors 
rectiligne est uniforme. De même pour les directions y" et.:. Donc

si F = o, l’impulsion du centre de gravité est constante, son 
mouvement est rectiligne et uniforme dans l’espace. Il en résulte 
qu’un système isolé (c’est-à-dire un système qui, par hypothèse, 
n’est soumis à aucune force extérieure) peut être étudié à l’aide 
des équations (2) de Newton dans un système de référence lié 
rigidement au centre de gravité, puisque ce système, en raison du 
mouvement rectiligne et uniforme du centre de gravité, se trouve 
être un système galiléen. Même dans le cas général où les forces 
extérieures ne sont pas nulles, il est souvent utile de décomposer 
le mouvement du système en mouvement du centre de gravité et



mouvement autour du centre de gravité. Le premier est défini par 
l’équation •( i4) : si les forces extérieures varient très peu dans le 
domaine occupé par le système, ce mouvement du centre de 
gravité pourra être déterminé sans se préoccuper du mouvement 
autour du centre de gravité. L’étude du mouvement autour du 
centre de gravité pourra être abordée ensuite, mais elle est en 
général compliquée par l’intervention de forces d’inertie, centri­
fuges ou centrifuges composées, dues au mouvement non uni­
forme du centre de gravité. La séparation du mouvement du 
centre de gravité et du mouvement autour du centre de gravité 
est d’ailleurs facilitée par les théorèmes dits de Kœnig dont nous 
parlerons tout à l’heure.

Disons enfin un mot de la conservation du moment d’impulsion. 
A partir des équations (2) de Newton, on obtient facilement

RAPPEL DE RÉSULTATS CLASSIQUES DE LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 7

{ i

Les forces intérieures, étant deux à deux égales et opppsées, 
ont un moment total nul par rapport à l’origine. En désignant

par L le moment total des forces extérieures par rapport à l’ori­
gine, on aura donc

(iti) d
<n

' <t.r, dvt
= L.0

-V
Si donc une des composantes de L est nulle, la composante

correspondante du moment d’impulsion est constante. Si L = o, le 
moment d’impulsion est constant.

2. Théorèmes de Kœnig. — Nous allons nous arrêter un 
instant sur les théorèmes de Kœnig qui aident à séparer le mou­
vement du centre de gravité du mouvement autour du centre de 
gravité, et dont nous retrouverons l’analogue en Mécanique 
ondulatoire.

L’impulsion totale d’un système se réduit, nous l’avons vu, à
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celle de son centre de gravité supposé doué de la masse totale. Il 
n’en est pas de même de l’énergie cinétique totale du système, ni 
de son moment d’impulsion total. Cependant, il est possible de 
décomposer ces quantités en deux parties, dont l’une est rattachée 
au mouvement du centre de gravité, tandis que l’autre est ratta­
chée au mouvement du système autour de son centre de gravité. 
C’est là l’objet des théorèmes de Kœnig.

Voici d’abord le théorème de Kœnig relatif à l’énergie cinétique 
totale. Cette énergie est égale à

Or, en introduisant les coordonnées du centre de gravité, nous 
pouvons poser

( 18) Xi — X -h y, = Y -+- vu-, Z; = Z £/,

m et Ç; étant les coordonnées relatives du iWmt' point matériel 
par rapport au centre de gravité. En multipliant les équations 
précédentes par m.; et en sommant sur i, on obtient, d’après la 
définition des coordonnées du centre de gravité,

(19) V nii"-l= o, ^TO,T,, = O, Itli = O,

d’où l’on tire évidemment,

(20) y, "11-77 = 0,dA
<u

V >i
Zmi~

dty
it

fi~j
fit

Or, on a

(21)

e't, par suite,

(22) T =

tiXi fi\ t/ïj
Ht = TV 77/' ’

1 Mv+y „„ / ’iy -y ->i + f5>
\ fil fit fit t/l rit fit

■si
It
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Le second terme est nul en vertu de (20), et il reste

(2'jj T = i MV--+- - y»îir!r)\
2 2 1 

i

v'f‘ étant la vitesse du i"'mc point matériel dans un système de 
référence ayant son origine au centre de gravité et ses axes paral­
lèles aux axes galiléens avec lesquels on fait le calcul, ce système 
de référence n’étant pas lui-même en général galiléen. Ainsi, la 
force vive totale d’un système est la somme de la force vive du 
centre de gravite et de la force vive dans le mouvement autour du 
centre de gravité. C’est là le premier théorème de Kœnig.

Le second théorème est relatif au moment d’impulsion et se 
démontre de même.

On a, par exemple, pour la composante x du moment d’im­

pulsion total M du système,

compte tenu de ( 19) et (20). On a des formules analogues pour M, 
et M, . Donc le moment total d’impulsion du système est la somme 
géométrique du moment d’impulsion du centre de gravité et du 
moment d’impulsion du système dans son mouvement autour du 
centre de gravité (c’est-à-dire dans un système d’axes ayant 
constamment leur origine au centre de gravité et parallèles aux 
axes fixes). C’est là le second théorème de Kœnig.

3. Principe d’action stationnaire de Hamilton. Équations de 
Lagrange. —• Toute la dynamique des systèmes de points maté­
riels peut être ramenée à un principe d’action stationnaire. Pour 
énoncer ce principe, on commence par définir une « fonction de 
Lagrange » pour le système, c’est-à-dire une fonction de la posi­
tion des points matériels, de leurs vitesses et éventuellement du
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temps, donnée par

(25) £(xi, zy, t ) = T — U(xi, . . zy, t),

T étant toujours l’énergie cinétique du système et U son énergie

potentielle égale à ^ ‘v’; i ‘Vij. il est facile de constater que
' '/

les équations newtoniennes précédemment utilisées peuvent être 
écrites sous la forme

(26) d(à£\ __ à_£_
dt \ d£i J dxi

N ; x-t = dxi
~dï

Or, ces équations expriment précisément, comme il est bien

connu, que l’intégralej^ £(x{ . . : zy. t) dt, prise le long de la

courbe définie parles équations (26), est stationnaire, c’est-à-dire 
a une variation du premier ordre nulle, quand on fait varier infi­
niment peu la courbe d’intégration en laissant fixes les extrémités 
ainsi que les limites tü et t4 de l’intégrale.

On peut préciser ceci en introduisant « l’espace de configu­
ration » du système dont nous aurons à nous servir en Mécanique 
ondulatoire. L’ensemble des 3N coordonnées des N points maté­
riels du système Xi . . . zy, peut, en effet, nous servir à constituer 
un espace euclidien à 3N dimensions dans lequel ces 3N coor­
données définissent 3 N axes de coordonnées mutuellement 
perpendiculaires. Un point de cet espace correspond à une 
certaine valeur de chacune des 3 N coordonnées x\ . . . zy, et par 
suite, à une certaine « configuration » du système. L’état instantané 
du système peut donc toujours être représenté par un point 
figuratif dans l’espace de configuration. Au cours du temps, le 
point figuratif décrit une courbe ou trajectoire dans l’espace de 
configuration : cette trajectoire est définie par les 3 N fonctions du 
temps Xi(t), . . ., Zy(t). Supposons alors que le point est figuratif 
soit à un instant t0 en un point A de l’espace de configuration et 
qu’à un instant postérieur h, il se trouve en un autre point B de 
l’espace de configuration. Dans l’intervalle de temps t0—*ti, le 
point figuratif s’est donc rendu de A en B en suivant une certaine 
courbe G correspondant à certaines formes de fonctions

Xi (t), . • Z-y(t).
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L’intégrale f i? dt prise le long de la courbe G est une inté-

grale curviligne bien définie. Le principe diction stationnaire ou 
principe d’Hamillon affirme alors que le mouvement réel qui 
amène le système de la configuration représentée par A à 
l'instant ta à la configuration représentée par B à l’instant tt,

£ dt prise le
u

long de C ne varie pas au premier ordre quand on fait varier 
infiniment peu la forme de la courbe C sans faire varier les 
instants tn et tl} ni les configurations A et B.

6

Fis

Le principe d’action stationnaire et les équations de Lagrange 
qui en sont l’expression ont une signification intrinsèque inva­
riante. Si, au lieu de définir la configuration du système à l’aide 
des 3 N variables Xi . . . uN, nous la définissons par 3N variables 
f/, . . . c/;N telles que X\ . . . s’expriment univoquement à l’aide 
des qi et inversement, on aura comme expression du principe de 
l’action stationnaire

( 27 ) </:,>• ; t ) dt = o,

la variation étant définie comme nous l’avons vu, et l’on en tirera

(28 )
d / tW 
dt \ ()f/i

àJS
àqt (t = 1, .., LV).

Il arrive fréquemment dans les problèmes de Mécanique ration­
nelle que le mouvement des points matériels composant le système 
soit soumis à des liaisons. Dans le cas le plus simple (liaisons holo-
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notnes indépendantes du temps), ces liaisons peuvent se représenter 
par des équations liant entre elles certaines des 3N coordonnées 
des N points matériels, et représentant dans l’espace de configu- 
ration des surfaces sur lesquelles le point figuratif est assujetti à 
se déplacer. Physiquement, on doit considérer les coordonnées 
des points matériels comme pouvant en principe varier librement, 
mais dès que leurs valeurs cessent de vérifier les équations expri­
mant les liaisons, il s’exerce sur ces points matériels des forces 
très intenses qui tendent à faire reprendre à leurs coordonnées des 
valeurs satisfaisant aux équations de liaison. Parlant le langage de 
l’espace de configuration, on peut dire que, dès que le point figu­
ratif du système s’écarte d’une des surfaces représentant les liaisons, 
il se produit dans le système des forces intenses qui tendent à 
ramener le point figuratif sur cette surface. Il est donc naturel de 
schématiser la liaison en disant que les coordonnées ne peuveni 
prendre que des valeurs en accord avec les équations de liaison. 
Le problème mathématique se trouve ainsi simplifié par une réduc­
tion du nombre des variables indépendantes. Il suffit pour carac­
tériser la configuration du système de connaître les valeurs de n 
variables </i, . . ., qn avec n < 3N, et l’on peut écrire encore les 
équations du mouvement sous la forme lagrangienne :

Toutefois, il est bon de retenir que c’est là une schématisation 
correspondant à des forces de liaison infiniment grandes et qu’en 
réalité celles-ci ne peuvent être qu’extrêmement grandes. Cette 
remarque a une certaine importance pour comprendre le rôle des 
liaisons en Mécanique ondulatoire.

Nous n’insisterons pas ici sur les questions assez délicates qui 
peuvent se présenter quand on considère des liaisons dépendant 
du temps et surtout des liaisons non holonomes. Ce genre de 
questions ne se présente pratiquement pas en Mécanique ondula­
toire, où pour cette raison on ne paraît pas les avoir approfondies.

4. Équations d’Hamilton. Principe de moindre action de Mau- 
pertuis. — A côté des équations de Lagrange dont nous venons de 
parler, la Mécanique analytique classique utilise fréquemment les



équations d’Hamillon. Pour écrire les équations d’Hamillon. on 
doit introduire la notion de « variables canoniques ». Si la confi­
guration du système est définie à chaque instant par les valeurs de 
n coordonnées qu ..., qn, on peut définir les « moments de 
Lagrange conjugués de ces coordonnées » par les relations
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(3o) Pt =
,ie_
Wi (7 = 1,2, . . ., n),

£{qi, .... qn- f/i, • . ., q,i, t) élantla fonction de Lagrange du pro­
blème, qui s’obtient à partir de la définition (20) en exprimant T 
et U à l’aide des q, et des <■/,-. Les équations (29) de Lagrange 
prennent alors la forme

{ 31
dpi d£ 
dt t)qi (1 = 1,2, . ■ n).

Avec ces notations, l’énergie du système peut s’écrire

(32.) £.

En effet, U ne dépend pas des vitesses et T est une fonction 
quadratique homogène des ÿ,-, du moins pour les systèmes à liaisons 
indépendantes du temps auxquels nous nous bornons ici. On a 
alors, d’après le théorème d’Euler,

(33)

et, par suite,

dfji

(34) ^Pi'/i— ? = 2T — (T — U) = T -+- U = K.

D’ailleurs, le théorème de la conservation de l’énergie se 
démontre aisément à partir de (32), car on a

(35)
d\:.

dt 'H- -2;
,)£

àq, 9t- ~ôt‘

D’après la définition des pi le premier terme détruit le quatrième 
et d’après les équations de Lagrange le second détruit le troisième.
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XD ne pouvant dépendre explicitement du temps que par U, il 
reste

(36) r/E _ <)\J
7h ~~ Tft

et si les forces extérieures sont constantes ou nulles, E=const. 
La nouvelle définition (3a) de E nous permet d’écrire

( 37 ) J? dt = ^ pt dqi — K dl.
J-mi J

Considérons alors un espace de configuration-temps obtenu en 
adjoignant à l’espace de configuration une dimension représentant 
le temps. Soit P le point de cet espace qui représente l’instant t0 
et l’état du système à cet instant, et soit Q le point qui représente 
l’instant et l’état du système à cet instant t^.

L’intégrale d’action d’Hamillon s’écrit maintenant

Le principe d’action stationnaire affirme, nous l’avons vu, que 
cette intégrale curviligne prise de P à Q le long de la courbe de 
l’espace de configuration-temps qui représente le mouvement réel, 
est stationnaire : on a

Le principe de l’action stationnaire d’Hamilton étant ainsi 
énoncé, on peut passer dans le cas important des champs exté­
rieurs constants ou nuis (qui comprend le cas des systèmes prati­
quement isolés) au principe de moindre action de Maupertuis.

Pour opérer ce passage, il convient de démontrer d’abord une 
formule qui généralise un peu celle d’Hamilton et qui est valable 
dans le cas général. Cette formule est souvent appelée « le prin­
cipe de l’action variée ». Pour la trouver, considérons l’intégrale

d’Hamilton J' C dt et supposons que l’on fasse varier très légère­

ment non seulement le mouvement entre l’état initial et l’état final 
(ou si l’on veut la forme de la courbe qui joint les points P et Q de
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l’espace de configuration-temps), mais aussi les valeurs du temps 
et des coordonnées, qui caractérisent l’état initial et l’état final (ou 
si l’on préfère les points P et Q eux-mêmes). On a alors

■(39) 3^ G dt = j^' SG dt -i- dqt — E 8£~J .

L’intégrale du second membre représente la variation due à la 
variation du mouvement : elle est nulle en vertu du principe 
d’Hamillon. Le crochet du second membre donne la variation d’in­
tégrale d’action due aux variations des valeurs des q-t et du temps 
aux deux extrémités de la ligne d’intégration, c’est-à-dire aux 
déplacements infinitésimaux des points P et Q dans l’espace de 
configuration-temps. On obtient ainsi la formule exprimant le 
principe de Faction variée, savoir

( 4 « )
r

G dt = ^ Pi Sqi— E St

Revenons maintenant à l’espace de configuration sans le temps. 
On peut y considérer l’intégrale

< 4 r > ■r? i>i <i(i i

dite « intégrale d’action de Maupertuis ». Elle est prise du 
point A représentant la configuration initiale au point B repré­
sentant la configuration finale le long de la courbe qui figure le 
mouvement (voir fig. i). Dans le cas où les actions extérieures 
sont constantes ou nulles, l’énergie E du système est une constante 
et l’intégrale S, est indépendante du temps. Si l’on pose

(4 ' ) — S = j" G dt —j^ f 2 P‘ dqi— E dt\ = St — Ç E dt,

(43) —SS = oS,—J- SY.dl — (E8t)J,

d’où, par comparaison avec la formule (4°) de l’action variée,

SS, dt.(44)
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Donc si nous maintenons fixes dans la variation les configurations 
extrêmes (c’est-à-dire les points A et B) et si nous nous astrei­
gnons également dans cette variation àne pas faire varier l’énergie E, 
nous aurons

L’intégrale Si ou action de Maupertuis est donc stationnaire pour 
les variations qui ne modifient ni les configurations extrêmes, ni
l’énergie totale du système. C’est là le « principe de la moindre
action » applicable seulement, rappelons-le, aux systèmes conser­
vatifs.

Dans le cas de N points matériels sans liaisons, lespi en coor­
données rectangulaires sont les composantes des quantités de 
mouvement, et l’on a

N

Arrivons maintenant aux équations d’Hamilton. Elles se pré­
sentent quand on prend comme variables dynamiques non plus 
les qi et les r/',, mais les qt et les pi. Les équations (3o) permettent 
en effet d’exprimer les qi à l’aide des qt et des pi et éventuellement 
du temps sous la forme

(47) = u = i, «i.

L’énergie E doit alors être considérée comme une fonction des irt 
variables canoniques qu ... ,p„ et du temps exprimée par la « fon<> 
tion hamiltonienne »

(48) Hl qhj>t, £(qh qh t),
i

où à droite les q; sont exprimées en fonction des q, des p et de t. 
On a donc

■l<lk

et
<)£ _ <!pk

()<] k dt
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On a donc le système des équations d’Hamilton

rlifk du fiptm _ d\l
dt

. ... .
dpk * dt >)qt

On en tire aisément

d\\ _ ,m Y fà H dpi d\\ r/y A dll 
1 * rit <)t "+"\r)j>i rit "+" ôqi dt ) dt *

d’où encore la conservation de l’énergie quand les actions exté­
rieures sont constantes ou nulles.

5. Théorie de Jacobi. Analogie optique. — On démontre dans 
les traité de Mécanique rationnelle un important théorème dû à 
Jacobi qu’on peut énoncer comme il suit :

« Prenons l’expression hamiltonienne de l’énergie en fonction des 
variables canoniques </,• et p,- et du temps, puis remplaçons-y les pi

par les dérivés — ~ d’une fonction S; enfin posons

( 53 ) dS
dt

Si nous parvenons à trouver une intégrale complète de cette équation 
aux dérivées partielles, c’est-à-dire une solution de cette équation 
dépendant de n constantes arbitraires non additives «1( . . ., aa. 
nous obtiendrons un des mouvements possibles en écrivant

tM ) dS_ d S
àqi ’ rJxi (i — 1, 2, ri3,

où les ui sont n nouvelles constantes.
Les n premières équations nous donneront les moments de 

Lagrange correspondant dans ce mouvement au passage du point 
figuratif au point , ..., q,, de l’espace de configuration. Les 
n équations du second système nous donneront n relations entre 
les <ji et le temps qui détermineront entièrement le mouvement du 
système au cours du temps ».

Sans donner la démonstration de ce théorème, nous voulons en 
montrer la signification. Le mouvement du système dont la confi­

L. DE BROC.LIE. 2
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guration esl caractérisée par les n variables ql} . ... qn obéit aux n 
équations du second ordre de Lagrange ou aux in équations du 
premier ordre d’Hamilton et dépend de ni constantes arbitraires. 
Le théorème de Jacobi pertnet de diviser ces a n constantes 'en deux 
groupes de n constantes, les a; et les (3,-. Si l'on se donne les valeurs 
des constantes «,• du premier groupe, il reste les n constantes (3, 
arbitraires, c’est-à-dire qu’à des valeurs données des a,- corres­
pondent oo" mouvements possibles. Chaque intégrale complète de 
l’équation ( 53 ) de Jacobi, quand on y a fixé les valeurs des n cons­
tantes a,, correspond donc encore à ®“ mouvements différents 
caractérisés chacun par un jeu do valeurs des (3,. Le théorème de 
Jacobi fournit ainsi une manière de classer les divers mouvements 
possibles de façon à les grouper en mouvements correspondants 
associés à une même intégrale particulière de l’équation (53) 
obtenue en particularisant dans l’intégrale complète la valeur des 
constantes a.;.

Dans le cas important où les champs extérieurs ne dépendent 
pas du temps, on peut trouver des intégrales premières delà forme

(55) S = E/ — St Ç gf£- ),

S, ne dépendant plus que des qi et non du temps. L’équation de 
Jacobi prend alors la forme

<»• "('"•S)-1-
Si l’on parvient à trouver une intégrale complète de cette équation 
aux dérivées partielles dépendant de la constante E et de n — i 
autres constantes arbitraires non additives <xL, ..., «„_i, soit 

. . ., qn, E, at, .... a„_.1 ), on obtiendra un des mouvements 
possibles du système en posant

dSi àSi .

Les n — i équations —■ = (3, déterminent la trajectoire du point 

figuratif dans l’espace de configuration et l’équation ^ = t — (0



détermine le mouvement du point figuratif sur sa trajectoire. Il y 
a ainsi séparation entre l’étude de la trajectoire du point figuratif 
et celle de son mouvement, circonstance qui caractérise le cas des 
champs extérieurs constants.

Nous allons maintenant nous borner jusqu’à nouvel ordre au cas 
où il n’y a pas de liaisons. On supposera alors que les qi sont les 
3 N coordonnées . . ., des N points matériels du système. 
Avec un champ extérieur constant (ou nul), on a alors l’équation 
de Jacobi
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(58) MSV /ùS, \ 2 /éS,+ \<)Xi ) ^ \>)Zi + f ('t'i, .... £.\) = E.

Il va nous être commode de remplacer ici l’espace de configu­
ration par un « espace de configuration pondéré » défini à l’aide 
des 3N variables

(5g) «f= \mijCi, vi=\,-miyi, w>t = \ mtzt ( i = i, a, .. ., N).

On a alors

( fia ) dS_i
l)U[

m- àS
, (hv:)’] U (Mi, Vt, Wi) = E.

ÙS,
àqi

: pi deviennent^! — , .... La vitesse du
ritLes équations

point figuratif dans l’espace de configuration pondéré est donc 
dirigée suivant la normale à la surface S, = const. passant au point 
qu’il occupe. Si donc on trace l’ensemble des surfaces St= const. 
correspondant à des valeurs fixes des constantes E, a1; . . ., otn_, 
et l’ensemble des trajectoires correspondantes dans l’espace de 
configuration pondéré, on voit que ces surfaces et ces courbes sont 
disposées comme les surfaces d’ondes et les rayons dans une pro­
pagation d’ondes de l’optique géométrique. Le principe de la 
moindre action de Maupertuis (qui est ici valable) correspond 
exactement au principe de Fermât. Il y a là une analogie entre la 
dynamique classique et l’optique géométrique qui avait été aperçue, 
il y a un siècle, par Hamilton et que nous devons maintenant 
étudier.

Une propagation d’ondes dans l’espace des w,-, c;, wt est par
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définition déterminée par l’équation de propagation

(tu) i
(hi'j <)v'f <)w-

Y„ peut être appelée la « vitesse de propagation », elle est variable 
d’un point à un autre, mais indépendante du temps. 11 faut d’ail­
leurs remarquer qu’en raison de la définition des r,-, V„ n’a 
pas les dimensions physiques d’une vitesse. On obtiendra des 
ondes monochromatiques en posant

(G->.) U’(«i, r,-, wt-, /) = «(«/, (>i, w’i) e?“

L’optique géométrique de cette propagation d’ondes s’obtient en 
supposant que la fonction a varie assez lentement dans l’espace 
des UiViWi, pour qu’on puisse négliger les dérivées de a devant 
celles de cp4 et les dérivées secondes de cpi devant ses dérivées pre­
mières. En substituant la forme (6a) de l’onde monochromatique 
dans l’équation (6i ), on obtient aisément alors

(63)
II

en désignant par la longueur d’onde locale dans l’espace de con­
figuration pondéré, longueur d’onde qui d’ailleurs n’a pas ici les 
dimensions physiques d’une longueur. L’équation (63) est l’équa­
tion de l’optique géométrique dans l’espace de configuration pon­
déré, et l’on peut montrer qu’elle est valable chaque fois que V 
varie assez lentement dans l’espace des Une intégrale com­
plète de l’équation (63 ), c’est-à-dire une solution de cette équation 
dépendant de la constante v et de —i autres constantes arbi­
traires non additives, . . ., w„, v, alt . . ., x„ ) déterminera
une propagation d’ondes (à l’approximation de l’optique géomé­
trique) dans l’espace de configuration pondéré. Les surfaces 
cpi = const. sont les surfaces d’ondes de cette propagation et leurs 
courbes orthogonales en sont les rayons. Ces rayons sont déter­
minés par le principe de Fermât
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Pour assimiler la Dynamique des systèmes représentée dans 
l’espace des <v; à une optique géométrique, il faut comparer
l’équation (63) à l’équation (60) de Jacobi. On voit que pour 
identifier ces deux équations, il suffit de poser

<Gâ) S, = À-ç,, ~ =a(K- U).
* a '■ fi

k étant une constante actuellement indéterminée. Si nous dési­
gnons par 9 la phase vt — ©i de l’onde (6a), comme nous avons 
S = E< — Si, il est naturel, ayant posé la première équation (65), 
de poser plus généralement

(GG) S = h, d’où li = k'i.

On a alors, d’après la seconde équation (65),

équation qui établit une relation entre V„ et U en chaque point de 
l’espace des a,, e,, «>,. En prenant comme espace de référence 
l’espace de configuration pondéré avec U = o, on peut caractériser 
chaque champ de force par un indice de réfraction

<08 )
(Vu)t,^„ v/2(li-U)

V „ ( Li ) K '-Ë*

qui sera en général variable d’un point à un autre de l’espace u, 
v, (v. La longueur d’onde sera

(<’9)
k

Les surfaces Si^const. sont les surfaces d’ondé de cette 
propagation. Les rayons, courbes orthogonales de ces surfaces, 
représentent les trajectoires possibles du point figuratif corres­
pondant à l’intégrale complète considérée S, de l’équation de 
Jacobi. La forme de ces rayons est donnée par le principe 
de Fermât qui nous apprend que le rayon passant par deux 
points A et B de l’espace des u, t>, w est tel que l’intégrale

f soit stationnaire pour toute variation infiniment petite de la
■J \ ’ a
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forme du rayon respectant la fixité des points A et B et la valeur 
de la fréquence v. Or, on a

Or, v étant fixe, E l’est aussi et si nous désignons par e la 
vitesse du point figuratif dans l’espace de configuration pondéré,.

i >on aura = const. e et par suite

S'i di’i -f-

-, B
=J ^ m[(£i dxi -+- Xi t/y i -+- zt t/z-i).

Le principe de Fermât est donc équivalent au principe de 

Maupertuis ô / rfS( = o.

Nous terminerons l’élude de cette analogie dynamico-optique 
par la considération des groupes d’ondes et de la vitesse de groupe. 
Nous pouvons considérer dans l’espace des u, e, iv un groupe 
d'ondes formé par la superposition d’ondes monochromatiques 
correspondant à un très petit intervalle de fréquence Av, soit

(72) T(w/, xh wr, t) ti('t) '■H th.

Soit v0 la fréquence qui occupe le milieu de l’intervalle Av. Nous 
pouvons écrire

^ Av
(73) W= f <i(y) e“--<Vy»+e}i-?/y«+s,~-! di.

'' Av

Or, dans tout l’intervalle très petit Av, on peut poser

/ , , s / >h 1r 1 ( v(i £ ) — r( vo ) '



' RAPPEL DE RÉSULTATS CLASSIQUES DE LA MÉCANIQUE RATIONNELLE 2 3

D’OÙ

(7-1) T : = / ’ 

J Av
a(î)e ch. T>iv

On peut donc considérer le groupe d’ondes comme une onde 
monochromatique de fréquence v„ dont l’amplitude ne serait pas 
constante, mais serait donnée à chaque instant et à chaque point 
par l’intégrale de la dernière formule. Or cette intégrale définie

est évidemment une certaine fonction de la variable t—

qui dépend du temps et des variables w/tqwq contenues dans o,-. 
Désignons par dl une longueur infinitésimale prise le long d’un 
des rayons de l’onde monochromatique de fréquence v0. En nous 
déplaçant le long de ce rayon de la longueur dl dans le temps dt, 
nous suivrons une valeur déterminée de l’amplitude du groupe 
d’ondes si nous avons la relation

<7;0 rit = à2 9 
à'/ àl

,/L

c’est-à-dire si nous nous déplaçons avec une vitesse V telle que

(7O) 1
V àvàl

C’est la célèbre formule de lord Rayleigh donnant la «vitesse du 
groupe ». Maintenant, l’équation (63) de l’optique géométrique 
nous donne, puisque l’élément dl du rayon est orthogonal à la 
surface 91 = const.,
/-I Ùi - —.
('jj) àl ~ v„
Donc par(76)et(67)

(78) V = U (v7,)]v=v0= [dE (y:)]e=/1vq= _v/v(E-U)_ e=/,v0‘

Pour l’énergie E = kv0 correspond à la fréquence centrale du

groupe, la quantité y/2(E— U) est égale à y/2Ï = je|, v étant 
la vitesse du point figuratif dans l’espace u, e, w correspondant à 
l’énergie kv0. On a donc

(79)
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D’où le théorème: « La vitesse du groupe d’ondes dans l’espace de 
configuration pondéré est égale à la vitesse du point figuratif 
correspondant à fonde centrale du groupe d’ondes. »

6. Extension de l’analogie optique au cas où il existe des liaisons.
— Nous avons développé l’analogie optique dans le cas où les 
points matériels du système ne sont soumis à aucune liaison. Étu­
dions maintenant le cas plus général des liaisons holonomes 
indépendantes du temps en développant des formules qui con­
tiennent comme cas particulier celui étudié directement plus haut 
de l’absence de liaisons.

Nous savons que, si la configuration d’un système à liaisons 
holonomes, indépendantes du temps, est entièrement définie par n 
variables qi. l’énergie cinétique est une fonction homogène
du second degré des vitesses q. On a donc

(80)

n

T=y Hlkl'jk <j h

où l’on suppose (ce qui est toujours possible ) mn/= mn;. Les m 
sont des fonctions des q, seulement et non des q,. On trouve

(81)

n

k 'il—

E = \ ^ "‘t/'/t- '//-+- ('•

Par la définition des moments de Lagrange, nous avons

(82) p,= = 2âkmkilik (, = I> •••> «'•
1

Désignons par JTt le déterminant des m^i que nous supposerons 
différent de zéro et par Mw le mineur de ce déterminant relatif à

'-résoudre les équations (8a) parl’élément, /n/,7. Nous pouvons 
rapport aux q sous la forme

. v M
'"=A5ÏT Pk(8'J) = ..., n )
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ou en introduisant la notation

(8i) mki — M/2
Jtl ’

( 85 ) mil/im­

portons cette expression des y, dans l’expression de T. Nous obte­
nons, en tenant compte de propriétés bien connues des détermi­
nants,

(8<>) T= 1 ^ mm/mk"pn mh p,- =- ^ mlr]>i/>r.

klnr Ir

La fonction hamiltonienne du système donnant son énergie en 
fonction des p; et des y,- est donc

(87) H(qh ph 0= ’ '^,mlrp/pr-¥- U(y,-, t),

li-

Ot l’équation de Jacobi prend ici la forme

(88)
àS
àt m,r àS

àq!
à S Ui q, ) = E.

Si les actions extérieures sont indépendantes du temps, on peut 
employer l’équation de Jacobi raccourcie

(89.)
1 ^1 (.ÙS, ïr „- > /»/'-— -t- L (y,) = E.
2 ^ t)(l' àq'àq1 àq'

Si maintenant dans ce cas général nous voulons assimiler la théorie 
de Jacobi à une théorie de propagation d’ondes, il nous faut former 
un espace de configuration avec les n variables yt, . . ., q„. mais 
de plus il faut attribuer à cet espace une métrique riemannienne

définie par un ds2 de la forme ^g;j dq, dqj. Cette métrique doit
à

être choisie en relation avec la forme de l’expression de T en 
fonction des y, c’est-à-dire définie à l’aide des De plus, dans 
le cas de l’absence de liaison où les q-, sont les 3 n coordonnées 
des N points matériels du système, on doit retomber sur l’espace 
de configuration pondéré avec sa métrique euclidienne. On y
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parvient aisément en posant

n

(90) ds- = nij/dq, <!q j,

de sorte que l’on a pour un mouvement donné du point figuratif

(91)
fis
fit

T-

La vitesse v du point figuratif dans notre espace de configuration 

doué de la métrique (90) est égale à \! 1 T. résultat déjà rencontré 
dans le cas particulier traité au paragraphe précédent.

Il est bien connu que dans un espace dont l’élément métrique 
est

f/s*- = 'y.giidqidqj,

l’élément de volume correspondant aux variations dqt, . . ., dqn 
des coordonnées est

( ()2> rh = v ff \rlq\ ... clq„,

g étant le déterminant des gjj. Dans notre espace de configuration 
nous aurons donc

( ()3) d~ = ^[JÏT! dq\... dq„ ( .311 = ! m,j \ ).

Pour étudier la propagation d’une onde dans l'espace de configu­
ration que nous avons défini, il faut connaître la forme du Laplacien 
dans un espace riemannien où le ds3 a la forme (90). Ce Laplacien 
est le suivant

Je ne donnerai pas la démonstration de cette formule qui se trouve 
dans tous les livres sur le Calcul tensoriel ('). L’équation des

(!) Nous donnerons plus loin incidemment une justification de cette formule. 
Voir note p. 4-3.
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(IP) L
Vi àt- ! OM I àqt

où V est la vitesse de propagation, fonction du point considéré de 
l’espace de configuration et éventuellement du temps. Si nous 
considérons toujours le cas des champs extérieurs constants, l’ana­
logue ondulatoire sera le cas où V est indépendant du temps et 
l’équation de propagation admettra des solutions monochroma­
tiques de la forme

(<J(3) 'r(<7i, t) = «( 2; ?,!?;)]= a(grt)eww?i*f.'i.

Lorsque V ne varie pas trop rapidement dans l’espace de confi­
guration, on pourra considérer a comme sensiblement constant et

négliger les devant les (approximation de l’optique géomé-

trique). Nous supposerons aussi ici que les ^ sont beaucoup plus

grands que les àmn 
àqi ’ c’est-à-dire que la phase de l’onde varie beau­

coup plus rapidement que les éléments de la métrique. On 
obtiendra dans ces conditions, en substituant (96) dans (90), 
l’équation de l’optique géométrique

(97) iL.à’ji ù?i 
àqj àqk

v-

Si l’on parvient alors à trouver une intégrale complète de cette 
équation dépendant de la constante v et de n— 1 autres constantes 
non additives arbitraires, on aura défini une propagation d’ondes 
à l’approximation de l’optique géométrique dans l’espace de confi­
guration. Les rayons de cette propagation d’ondes sont par défini­
tion les courbes orthogonales de surfaces 91= const. Ces rayons 
seront déterminés par le principe de Fermât suivant lequel le

r\h
rayon passant par les points A et B est tel que l’intégrale J

prise le long du rayon soit stationnaire pour toute variation de la 
forme du rayon qui n’alfecle ni la valeur de la fréquence v, ni la 
position des points extrêmes A et B.

Comparons maintenant ces propagations d’ondes avec les mou­
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vements possibles du système groupés suivant la théorie de Jacobi. 
i\ous avons trouvé, en supposant U et H indépendants du temps,

(98) H (<?,-, Pt) mik pLpii -t- ü(y;)
ik

et nous en avons tiré l'équation de jacobi

, . ■; dSi àSi
(99) — = 2(L — II).

— àqt dqkik

Pour identifier cette équation avec l’équation (97)1 nous poserons

(100) S = A-?, S, = A91, E = A'/, ^ ^ =2(E-U),

le étant la même constante que précédemment (page 66). Il vient 
encore

(loi) ~ V/2(E— U),
E

A
V 21E — li ) ’

Si correspond donc à une propagation d’ondes dans l’espace de 
configuration. Les surfaces Si=const. sont les surfaces d’onde : 
les rayons sont les courbes orthogonales.

Nous voulons montrer que ces rayons coïncident avec les tra­
jectoires du point figuratif. Les composantes (contrevariantes) 
d’un petit élément de trajectoire en un point de l’espace de confi­
guration sont évidemment proportionnelles aux valeurs des y’,: en 
ce point. Il nous faut donc montrer que le vecteur dont les com­

posantes sont est orthogonal à la surface Si = const.
k

Or, dans l’espace où le ds- a la forme (90), deux vecteurs, dont les 
composantes (contrevariantes) sont ai, . . ., a,M a,, . . ., a'n, sont 
orthogonaux quand on a

(102) V
—! niikctici'i- = o.

Prenons pour vecteur ai, .... a,t un vecteur de longueur infini­
tésimale sur la surface Si = const. passant au point considéré et 
pour vecteur a' le vecteur de composantes dk = y*. Nous voulons
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démontrer la relation

03) ^ mik «, y k = ^ mik at V mki pj — 0.

ik ik /

Mais, d’après leur définition, les m obéissent à la relation

(mi) ^ mik mki = 3,y,

k

§ij étant le symbole bien connu de Kronecker égal à i si i—j et 
à o s i j ■

La formule (io3) à démontrer se réduit donc à

(io3) aiPi-
V dS, 

z2jdqi '

Elle est évidemment vérifiée d’après la définition des a,. Les 
trajectoires du point figuratif dans l’espace de configuration 
coïncident donc bien avec les rayons de la propagation d’ondes 
associée.

C11 dsLe principe de Fermât oj iranscrit en notation dynamique, 

donne en vertu de (101) et de (oi)

(106) 3 f \/2(E - -U) ds = 3 f 2 T dl = < 1.

On obtient ainsi une forme bien connue du principe de Maupertuis 
et l’on peut écrire aussi

(107) ^Pk dqk=o. 

k

Reste encore à étudier la question de la vitesse de groupe. Elle 
est toujours définie par la formule (76), où v0 est la fréquence

centrale du groupe. Comme les sont les composantes covariantes

de grad&1:=^, l’équation de l’optique géométrique (97) peut 

s’écrire

(108) -X' — 1
,n ~~ v ’
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et l’on a

_ <)E V V E— /,•/„

I

V li0 — U )

i

T„ étant l’énergie cinétique correspondant à l’onde centrale du 
groupe. Or la formule (80) montre que 2 T est le carré du vecteur 
dont les composantes contrevariantes sont les (ji, c’esl-à-dire du 
vecteur « vitesse » du point figuratif dans l’espace de configuration.

Si v désigne cette vitesse, on a donc finalement 

(110) ■ V = v/27ï\i=|c'|-

Nous retrouvons bien ainsi le théorème : « La vitesse de groupe 
d’un groupe d’ondes dans l’espace de configuration avec la 
métrique (90) est égale à la vitesse du point figuratif dans le mou­
vement correspondant à l’onde centrale du groupe ».


