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PREFACE

La question de Femploi des ondes ¢lectromagnéliques Lrés courtes,
ayant une longuenr d’onde de l'ordre du décimetre, est aujourd’hui
tont a fait & Pordre du jour. L'une des circonstances ui rendent ces
ondes particulicrement intéressantes pour la radiotechnique est Ia
possibilité de les guider ou de les diviger a 'aide de dispositifs tels que
guides, cornels ou miroirs permetlant d’obtenir des faisceanx dirigés
analognes a des faisceaux lumineux. Comme il est bien connu, de sem-
blables dispositifs doivent avoir des dimensions supdéricures a la lou-
guenr donde : tandis que pour les ondes ayant des longueurs d’onde de
"'ordre de Phectométre ou méme du metre, on serait obligé d’employer
des appareils ayant des dimensions trop considéreables, des appareils
d'un encombrement trés acceptable suffiront pour les ondes dont la
longuenr d'onde est de Uordre du décimeétre. Les problémes relatifs a la
propagation des ondes électromagnéliques dans des luyaux ou cornets,
ainsi que la détermination des ondes ¢électromagnéliques stationnaires
dont des enceintes a parois mdétalliques peuvent ére le sicge, pré-
sentent done aujourd’hui nn grand intérét tant au point de vae pratique
qu’au pomt de vae théorique.

Il est curteux de remarquer que des problemes de ce type avaient déja
attird les chercheurs aux euvirons de 1goo et 1l est souvent utile actuel-
lement de se reporter a des Mémoires éerils i cetle époque el qui avaient
été un peu oublids depuis. La raison en est la suivante : au début de
I'¢tude expérimentale des ondes électromagnétiques par Hertz et ses
continualeurs, on avail surtout employé des ondes produites par des
oscillateurs de petites dimensions ¢t possédant par suite des longueurs
d’onde de T'ordre du meétre ou du décimetre. L’atiention s'¢lait donce

portée tout naturellement sur les propriéiés des ondes de cette calégorie.
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Mais le développement ultéricur de la Radiotélégraphie s'est effectue,
on le sait, dans le sens de 'ecmploi de plus en plus exclusif d'ondes de
grandes longueurs d’onde dépassant souvent de beaucoup le kilometre
pour lesquelles les problemes de guidage ne présentent plus aucun
intérét pratique; on avait donc presque complétement perdu de vue ces
problémes. Depuis une vingtaine d’années, par centre, la technique
radiotélégraphique s’est orientée a nouveau vers Pemploi des ondes
courles et les longueurs d’onde de Pordre de Uhectométre on du métre
sont celles qu’on utilise le plus fréquemment aujourd’hui.

Dans ces derniéres années, continuant a descendre Uéchelle des lon-
gueurs d’onde, Pattontion des radiodlectriciens s’est portée sur les ondes
dont la longucur d’onde est de I'ordre du décimetre, et de nombreux
travaux ont ¢té consacrés non seulement aux moyens de produire et de
recevoir de telles ondes, mais aussi a 'élude des procédés permetiant de
diriger leur propagation.

Mon attention ayant été récemment attirée sur ces problemes de pro-
pagation guidée, j'ai étudié les principaux travaux qui y ontl ¢Lé con-
sacrés dans ces derniéres années, notamment les beaux Mémaoires publicés
en I'rance par MM. Clavier et Léon Brillouin.

(Uest un résumé de ces travaux que je présente dans ce livee. Jen'y
prétends nullement a Poriginalité car je me suis simplement proposé de
donner une vue d’ensemble de la question : tout au plus, ai-je sur
quelques points précisé certaines démonslrations on cerlaines idées.
Mais Jai Pespotir que, méme sous cette forme modeste, cet Ouvrage
pourra rendre quelques services aux physiciens et aux radioc¢leciriciens
qui voudront aborder l'examen de problemes dont Uimpaortance et
I'intérét sont maintenant trés considérables tant au point de vuoe

sclentifique qu'au pomt de vue technique.
que q I 1

Octobre 1940.
Lovis pE BROGLILE,




PREFACE

DE LA SECONDE EDITION

Quand la premiére édition de cel Quvrage a é1é publiée en 1941, Ia
techaique des ondes ultra-courtes était déja tees développée aux Etats-
Unis, mais en France elle n’avait pas encore fait 'objet de beaucoup de
travaux ct les condilions 00 nous nous lrouvions alors placés ne per-
mettaient d’atlleurs que des recherches clandestines toul au moins dans
le domaine expérimental. Depuis lors, Uélude des llprl‘fréqllenccs s’esl
beaucoup développée dans nolre pays, nolamment dans les laboratoires
du Centre national d'FErudes des Télécommunications (C.NUELTL) et
dans ceux de certaines sociéiés industriclles. La publication du présent
Ouvrage, qui apportait une vue d'ensemble sur la théorie des guides
d’ondes et sur des questions voisines alors peu connues chez nous, a pu
rendre quelques services aux radiodlectriciens qui travaillaient dans ce
domaine.

Aujourd’hut, Ia premiére ¢dition étant épuisée, nous en donnons une
deaxiéme édition. Mais, absorbé par d’aulres occupations, nous n'avons
pas pu voir en détail Fensemble des innombrables travaux qui ont paru
aI'éranger sur les sujets traités dans ce livre. Aussi nous sommes-nous
borné, apres avoir rectifié ou amélioré divers passage de la rédaction
primitive, & donner des indications bibliographiques sur quelques
teavaux parus en [‘rance dans ces derniéres anndées, ce qui permelira
an lecteur de se renseigner davantage ot de compléter sur divers points

les dévvlopp«-lm-nls contenus dans le lexte.

Sceptembre 1949.
Louis b BROGLII,




PROBLEMES DE PROPAGATIONS GUIDEES

DES

ONDES ELECTROMAGNETIQUES

CHAPITRE 1.

GENERALITES SUR LES EQUATIONS DE MANWELL.

1. Les équations de Maxwell en coordonnées rectangulaires carté-
siennes. -—— Le¢ champ éleciromagnétique est, on le sait, caractéris¢ par

> >
les deux vecteurs E et H, champ électrique et champ magnétique. et par

> >
les deux autres vecteurs 1) et B, induction électrique et induction magné-
tique, dont les définitions sont bien connues. D’autre part, la présence
et le mouvement de I'électricité sont caractérisés par la densité d’élec-

. ., ) . >
tricité p et la densité de courant électrique 7.

Ceci rappelé, nous écrirons les équations de Maxwell qui lient ces
dilférentes grandeurs sous la forme

i
1 Jb >
— = = =T l.
(1) ply rot I,
> >
T dD > 1)
(2) p W :I‘Otll—/ﬂtz,
>
(3) divB = o,
>
(4) divD = 4=zo.

. . . . . > =
Ces équations sont ¢crites en exprimant les grandeurs électriques E et D

L. DE BROGLIE,




2 CHAPITRE 1.
en unités électrostatiques ainsi que les charges et les courants tandis

que les grandeurs magnétiques ﬁ et ﬁ sont exprimdées en unilés électro-
magnétiques. La constante ¢ est le rapport de 'unité électromagnétique
de charge électrique a I'unité électrostatique.

Les équations (1) et (3) constituent le premier groupe des é¢quations
de Maxwell (groupe sans second membre), les équations (2) et (4)
constituent le deuxiéme groupe (groupe avec sccond membre). Les

>
¢quations (1)-(4) sont compatibles parce que Uon a entre 5 et i, la
q A f P q p
relation

ey

>
+ divi=o0
7

(%)
exprimant la conservation de I’électricité.

Dans ce qui suit, nous admelttrons toujours que le milieu ou nous
étudions les phénoménes électromagnétiques posséde une constante
diélectrique ¢ et une perméabilité magnétique p telles que l'on ait

> > > >
(6) D=c:L, Ii:f*”:

e el ¢ étant des conslanles caracléristiques de ce milicu qui esl ainsi
supposé homogéne et isotrope au point de vue électromagnétique. En
particulier, nous considérerons souvent le cas du vide ou ¢ == p = 1.

Trés fréquemment, nous supposerons que le milicu considéré ne con-

>
tient ni charges, ni courants (1), ce gui nous conduira a poser p = ¢ == o.
s ) f p

De plus, nous envisagerons habituellement des phénoménes électro-
magnéliques harmoniques par rapport au temps, c’est-a-dire o loutes

. sin .
les grandeurs de champ varient comme o ket (ou en notation complexe
cos
. . ke
comme e“ef), donc avee une fréquence v = i‘:r

En résumé, nous aurons habituellement & utiliser les équations (1)-(4)
sous la forme suivante :

o, . > >
(1 thuH = —rotk,
i >
2" ik:X = rotH,
>
(3" divll = o,
>
(4 divE = o.

(1) (Cest-d-dire qu’il est isolant et ne contient pas de charges.
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Comme on le vérifie facilement, les équations de Maxwell entrainent les
relations

> 2T > It

) g 1 021 [ 92

(7) Al = Vi e AH = Vi T )

ot A est le Laplacien -~ —}——’); 2 Les équations (7) expriment
e A2 )z2 .

que les champs éleclromagnétiques se propagent dans le milicu carac-
Lérisé par les constantes ¢ et 1 avec la vitesse V et en particulier avec
la vitesse ¢ dans le vide. C’est la, on le sait, la base de la théorie élec-
tromagnétigue de la lumiére.

Pour les phénomeénes harmoniques dans le temps, les équations (7)

prenvent la forme

> > > >
(8) AL + 2K = o, AH - A2H =o.

En particulicr, on trouve aisémenlL comme solulions des équa-
tions (1')-(4") et des équations (8) qui en dérivent « les ondes planes

monochromatiques » définies par les formules

> > w5 ey 2 -
‘ | D= DPO " [2:\; <t— w) -+ v}
08 A% !
= o> sin R e A
' H ””cos [7,~/</—~—~—T——>7r*],

N L ke . . .
ouvestla fréquence <égnle & %_) el ol a, 3, v sont les cosinus directeurs

()

de ladirection de propagation normale aux plans d’onde et peuvent étre
>
considérés commeles composantes d’un vecteur unité n définissant cette

. . _* _+ .
direction de propagation. Les vecteurs amplitudes E, ¢t H, sont liés par
les relations

o T e e
(10) . Ia(,> =0, n.HU) =0, VirHo= [n.yeEq].

Les champs sonl transverseaux, ¢’est-a-dire tous deux perpendiculaires
a la direction de propagation; ils sont perpendiculaires entre eux el,
méme, dans le vide ils sont, avec les unités choisies, égaux en grandeur.

Natucellement les ondes planes monochromatiques sont des solutions
d'un type trés particulier et il existe une infinité d’autres types de
solutions. Néanmoins, il résulte des théorémes de Fourier que toutes les
solutions sans singularité des équations (17)-(4') peuvent étre représentées
comme une « superposition » d’un nombre fini ou infini d’ondes planes
monochromatiques.




CHAPITRE 1.

£

Nous allons faire maintenant unc trés importante remarque (ui nous
servira souvent dans la suite. Reportons-nons aux é¢quations {(1')-(4') et
posons-y

J—

. N e = —r
(11) = yek H= yul, K=k e

Nous pourrons écrire les équations (1')-(4') sous la forme

> >
(1") IFH =~ rot £,
. e YL
(2") L= rotll’,
3") di\’l_f’:o,

-
) divE = o.

Ces équations ont la méme forme qu’auraient dans le vide les ¢quations
de Maxwell pour un champ électromagnétique harmonique de fré-

k'e . . . .
quence —- D’oni celte conclusion dont nous aurons souvent a faire

usage :

Sé, pour une certaine enceinte vide de matiere, on a trouvé une
certaine solution harmonique des équations de Mazwell correspon-
dant & une ceriaine valeur de k, on obtiendra une solution valable
pour la méme enceinte remplie d’une matiere de constante diélec-
trique ¢ et de perméabilité magnétique p.en remplacant (1) dans la

— > = >
premiere solution k par ky/ep, B parye E et H par \/p.I[.

Grace a ce résultal, nous pourrons, quand nous aurons résolu un
probléme de vibrations propres ou de propagation guidée pour une cer-
taine enceinte vide de matiére, trouver automatiquement et sans calculs
nouveaux les solutions valables pour la méme enceinte quand elle est
remplic d’'une substance pour laquelle ¢ et p sont différents de 1.

Pour terminer ce paragraphe, nous rappellcrons la définition de la
densité d’énergie électromagnétique et du vecteur de Poynting.

Dans un espace ou régne un champ ¢lectromagnétique, chaque élé-
ment » dr de charge électrique est soumis a une force ¢lectrique égale
a sEdr et a une force électromagnétique proportionnelle au produit
vectoriel de la vitesse locale du déplacement de Iélectricité par le
champ magnélique en ce poinl. Cetle derniére force étant perpendi-
culaire & la vitesse ne travaille pas, ct le travail accompli par le champ

(') Toutefois ce changement ne doit pas étre fait dans I'exponcutielle effct.
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¢lectromagnétique sur la matiére électrisée pendantle temps dt se réduit &

(12) A% = (/tf (?T) sdv = r//f <—l>:?> .

n supposant le champ électromagnétique nul a I'infini et en rem-
pp p

>
plagant £ par son expression Lirée de (2), puis tenant comple de (1), on
tlrouve pour ce lravail élémentaire

ot > > D
(13) G = /le I'],< IHLU—’DZ>] =

. N -
/ > gD > &

- (/l <[{.’i]«>-c<]l.mtE>

4= L 7 .

> =

S f > oh > B
1= E + |\ H.— .

| ot It

Si I'on admet la validité des relations (6) entre champs etinductions,
il vient

d~

(14) o /’.:4{)2‘/ Tu’:.

A #/ (i 1.1>) (n B) 0 [ RkE24 w2
ot

La quantité

BB pH2 (E0)- (15

(15) W=

peut donc étre considérée comme la densité de I'énergie ¢lectromagné-
tique dans le champ.

St maintenant on considére une région de l'espace du volume fini ¥
limitée par une surface fermdée S sar laquelle le champ électromagnétique
ne s"annnle pas, on trouve
A o AED) VL
116) J L e =

-

7l

[ = - [ 11, s,
§ A7

on | E < I[J,, désigne la composante suivant la normale 8 S du produit

e -
vectoriel de E par . I’on voit alors que le vecleur
> ¢ [ >
(17) S = _[li >‘:n}
(=

doit étre interprété comme étant le flux de I'énergie électromagnétique
par unité de surface : ¢’est le vecteur radiant de Poynting.
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2. Représentation complexe des grandeurs électromagnétiques. —
Pour faciliter les calculs en Optique et en Electricité, il est trés souvent
commode de remplacer les grandeurs réelles par les grandeurs com-
plexes dont elles sont la partie réelle : c’est la un artifice bien connu
dont le succés provient des propriélés analytiques trés simples de la
fonction exponentielle.

Considérons par exemple une onde éleciromagnétique plane et mono-
chromatique et soit F, une des composantes de son champ ¢lectro-
magnétique. Comme nous avons vu plus haul, nous pouvons poser
-+

T

. . 1 ' -

. - AL T+ SV +— V3

(18) E,="'E})]cos [2m<t~ -—~'——‘—>
¢

ou en prenant I'axe des 5 dans la direction de propagation

(19) Ee=[E) cos{h(ct —z)-i 2|,

ou | E}| est une conslante réelle ainsi que o. L'artifice de caleul indiqué
plus haut consiste a remplacer la grandeur réelle (1) par la grandeur
complexe

(20) = B0 eikwi—s  avee Bl= £ gis.

E} estPamplitude complexe qui contient a la fois Pamplitude réelle | E! |
etla constante de phase ¢. La fonction & (ct — 5) qui figure dans 'expo-
sant de I'exponentielle représente la propagation de 'onde dans le sens
positif de I'axe des z. Si dans (20), on remplace s par — 3, on obtient
I'expression complexe d’une onde de méme fréquence et de méme
amplitude complexe sc propageant dans le sens négatil de U'axe des .
En saperposant deux telles ondes se propageant en sens conlraire, on

. . . . . . sin ”
obtiendra des ondes stationnaires ou E, sera proportionnelle a ‘ kseilet,
[MIE}

Tant qu’on n’emploie que des opérations ou des équations linéaires,
Pusage de la représentation complexe des champs ¢lectromagnéliques
ne peut conduire 4 aucune erreur et elle est trés commode. Mais quand
on considére des expressions non lindaires, par exemple des cxpres-

sions (15) et (17) de W et de ;7 I'emploi de la représeniation complexe
ne conduit pas aux mémes résultats que celui de la représentation réelle
et I'on admet toujours qu’il faut alors en revenir a la représentation
réelle. Néanmoins quand il s’agit (ce qui est le cas dans cel exposé) des
ondes électromagnétiques de haute fréquence, Pemploi de la représen-
tation complexe des champs reste trés utile pour le calcul rapide des
valeurs moyennes des expressions quadratiques telles que (15) et (17).
C’est ce que nous allons montrer.




GENERALITES SUR LES EQUATIONS DE MAXWELL. =

Soit un champ électromagnétique harmonique. Nous pouvons loujours
avec la représentation réelle des champs, le meltre sous la forme (')

>
) E = I’,f,(.r. ¥, z)cos(ket - ),
(21) -
(x ¥, z)eos( ket -— o),
>
ou E, et lI sont des fonctions vectorielles réelles de @, y, 5. St nous

calculons W el S en substituant les formes (21) dans les formules (15)
et (17), nous trouvons

o kTR eos2(fet -+ 5 ) u EH 2 eos2 (et + ¢)
‘ W= Ry ,
(22) f

( '§: ¢ [)lnl |110”m52(l¢z+u)

..\

Nous pouvons au contraire tenter d’employer la représentation complexe
des champs en remplacant (21) par

T \ =
E=Ly(x, v, z)elhd, 1

(=] o, 1= [T ot

= Iy ( ) giket
= Z, ¥V, 5)etrr
(23) I

Remplacons alors les formules (15) et (17) par

, e AN
() W= [AER+p P, S= -I——([L*\/\ ||,
) e . ) -
ot Pastérisque indique la quantité complexe conjuguée. Voici pour
quelle raison nous adoptons ces formules (24) : pour les ondes électro-
magnétiques de feéquences élevées, seule la grandeur moyenne dans le

> )
temps des grandeurs W et S est réellement observable; or si 'on calcule
ces valeurs moyennes d’aprés (22), ont trouve

]

et ces valeurs sonl précisément celles que 'on obtient en substituant (23)
dans (24).
Nous voyons ainsi que si nous employons la représentation complexe

(25) W= B b 2], S = < |lE,

des champs, les formules (24) nous fourniront directement les valeurs

. \ Z .
moyennes, seules intéressantes, des grandeurs W et S; c’est pourquoi

(') o peut ¢tre une constante réelle ou une fonction réelle de x, y, 5.
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ces formules (24) sont aujourd’hui couramment employces par certains
auteurs.

[lestintéressant de remarquer ici que les théories quantiques les plus
récentes du champ électromagnétique conduisent a considérer la repre-
sentation complexe des champs comme étant beaucoup plus qu’un
artifice mathématique et comme ayant une signification physique pro-
fonde. Les formules du type (24) jouent dans ces théories un role
essentiel.

3. Les équations de Maxwell en coordonnées curvilignes rectan-
gulaires. -— Nous allons avoir constamment a employer, dans la suite,
des coordonnées curvilignes, mais dans tous les cas étudiés, ce scront
toujours des coordonnées curvilignes rectangulaires. 1l est done néces-
saire que nous sachions écrire les équations de Maxwell avec de telles
coordonndées.

En coordonnées curvilignes rectangulaires, le carré d’un élément de
longueur peut s’¢erire sous la forme

(26) ds?= e} dz?+ e3 dxi + e} dxi.
Zy, X2, x, élant les trois coordonnées curvilignes: ey. ¢4, ¢, trois fonc-
tions de zy, 24, 2.

En considérant une petite surface située dans I'un des plans de coor-
données et en lui appliquant le théoréme de Stokes, on démontre aisé-
ment que la relation vectorielle

o ES
(27) A=roth

peut se traduire, avec les coordonnées curvilignes envisagées, par les
relations ¢n composantes

A= ! <'—()—€;;)\;;”'L€g:\-_->,

esey \ Jx, dr.,
[ d 7] 3
28) Ag= —- [ — L ea AL ).
(%) Az eye ((}x;; i dz, & )

1 0 J A
\'\_: —_— — e, Aa— - e A -
o ¢ e <()th T r).r._,’“ :

D'autre part, en appliquant a un parallélépipéde infiniment pett
construit sur trois é¢léments dz, dz, dx, concourants le théoréme de

Green, on voit de méme que 'on doit poser ici

Nive I J Jd J
(29) divA = e I:;)——L] e,eq Ay —- Iz erey N+ o ¢ |r~;.\::]-
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Dés lors, les équations de Maxwell s’écriront en coordonnées curvilignes

rectangulaires

> JH, J I ¥
- — Oy — = —— gy Ly —— ey tua,
¢ 7 dt . s dua, 2
B Jl, J o
ey ey = — ¢, 1, — 20 1B
SOt g T g et g il
u, JH, 7 I J \
S e e = -, K — e
: e Jt des ! o, <
: JL, J 7
ey mem = —— e - e 1
- o fae 72 . erdh day eall;
v ' b M D)
e g = g e e e B
z 710 7 J
Terer D= 2 e,y e 1
« “re At ) ¢ 1l ()x._,cl '
. )
’ iﬂ—leze;;l[,- [_):72(?;;1111[._,—‘—Ix::e.egl[;;:o;
) 17 7]
Ceves Ceser Ky - e es By = o,
,}.mge_.l |-+—_dw2 erey 1, ’}x:‘(lf_l,, O

Nous avons généralement a appliquer ces équations a des champs
harmoniques par rapport au lemps, c’est-a-dire a les dcrire en

1 d .
remplaqnnl, oo bar ih.

k. Potentiels et vecteurs de Hertz. -—— On sait que l'on peut faire

dériver les champs électromagnétiques de deux potentiels, I'un K A
caractére vectoriel, le potentiel vecteur, 'autre V a caractére scalaire,
le potentiel scalaire. Les champs se calculent a partir de ces potentiels
par les relations (en supposant ¢ = p =1)

>
e e kS > 10A

o = rot . D= oradV — - 2.

(31) H = rotA, 1 gradV o It

Les équations de Maxwell sans second membre se trouvent automati-
quement vérifides par ces définitions. Quant aux équations avec second
membre, elles fournissent, quand on y introduit (31). des relations

sermettant de caleuler A et V a partir de la distribution et du mouve-
I p

>
ment de Ué¢lectricilé représentés par les grandeurs o et ¢. Voict ces
relations :

12V . , 1 Jd .71 JV

N e é()[<dn,\+;7ﬁ>,
(32 -

AT : 1 JdV

— — AA = = — 0o S o -

prilTn A i=p grad <d|vA 5 >
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Or, si l'on admet que les champs ont seuls le sens physique, les
potentiels n'étant que des intermédiaires de calcul, ceux-ci sont affectés
d’une assez large indétermination.

> >
En effet, si on suppose connus les champs E et Il et si A et V sont
des potentiels dont ces champs dérivent par les formules (31), on
obtiendra des potentiels tout aussi acceptables en posant

- > N
%) R=A+gaar, v=v_ '

¢ Jt’

ot F est une fonction dérivable quelconque de ays2. Cette indéter-
mination des potentiels permel de leur imposer une condition supplé-
mentaire. On choisit, depuis Lorentz, la condition suivante :

1 dV .
(34) - + divA = o.

qui donne aux équations (32) la forme simplifiée

>
AN =420t
&g T T T,

Y

@

<

I

- 1 .
(33) Ty - AV = {=¢,

On voit que les potentiels, s'ils satisfont a la condition (34) de

Lorentz, se propage dans le vide <p:i:o> avee la vitesse ¢. La
condition de Lorentz ne déterminc pas d’ailleurs complétement les
potenticls qui restent encore arbitraires dans unc assez large mesure.

Lorsqu’il n’y a, dans le domaine considéré, ni courant, ni charges,
le second membre disparait dans les équations du sccond groupe de
Maxwell, ce qui fait disparaitre la dissyméltrie entre les deux groupes,
et 'on peut alors employer a la place des potenticls des antipotentiels
que nous allons maintenant détinir.

Placons-nous encore dans le cas du vide (¢ =—— 2 == 1). Nous satisferons
aux équations du second groupe de Maxwell, supposées dépourvaes de

-7
second membre, en introduisant un antipotentiel-vecteur A' et un

—
antipotentiel-scalaire V' et en posant
P p

>
> -> > > 4
(36) E =rotA’, H = grad V' ! ’3[)\’ .
L/ 4

. L e e s . .y
Le changement de signe dans la définition de H provient de la différence

. Jd
de signe entre les lermes ¢n 5 dans les denx groupes de Maxwell.
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51 Von admet entre les antipotentiels la relation de Lorentx

. 1 dV’ .7,
(‘)’/) E—(}T—Fdl\t\._O;

on voit, en substituant (36) dans le premier groupe de Maxwell, que
I'on a

>
J2 A’

PA A=
prE A/ 0,

AV =0,

(38)

a
Sl =

c’est-a-dire que les antipotentiels se propagent avec la vitesse c.
Il nous est maintenant utile de définir les vecteurs de Hertz. Consi-
> ’
dérons les potentiels A et V satisfaisant aux ¢quations (34) et (35) et
définissons le vecteur de Hertz électrique (ou vecteur de Hertz tout court)
> b
II par les formnules

>
> 1 J

- . }
(39) A== V =—divll.

grace auxquelles la relation (34) est satisfaite. Il est visible que dans le

vide
>

. 1 2 >
4 - — AIl,
(40) ¢t Jdie ’

‘> . o
de sorte que Il s’y propage avec la vitesse ¢. Les formules (31) nous
donnent
> >
> r dll > . L J2Il >

(41) H = rot - :,ﬁ’ I = grad div Il — el rot rotll,

EN
relations qui expriment les champs a 'aide du vecteur II. On sail que
q { p q

Pemploi du vecteur ﬁ est trés utlile pour le calcul du rayonnement
d’une antenne rectiligne et plus généralement pour 'étude des champs
électromagnéiiques ou 'une des coordonnées est rectiligne. Nous en
verrons plus tard des exemples,

De méme qu’aux potentiels on peut faire correspondre le vecteur de

Hertz électrique, aux antipotentiels on fera correspondre un vecteur de
) P
) >
Hertz magnétique Il en posant

'

=v

>
AL T

. }r
(42) A= o7

Q-

ce qui satisfait & la relation de Lorentz (37). D’aprés (38) on voit
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.
que II' se propage dans le vide avec la vitesse ¢, c'est-a-dire que

(43) - = —All'=o0.

¢ Jt*

Enfin, d’aprés (36), les champs seront défiuis & partir du vecteur 1w
par les formules

>
>, -3 ) >,
TR H'=— grad divi’ = ’/”_: = rotrotll.

> e
(44) 1 = rot ~ ° !
C

Les équations de propagation (4o0) et (43) étant de méme forme,
chaque fois qu’on aura trouvé une solution de 'une de ces équations,

-
cette solution pourra servir dans le vide de vecteur Il ou de vecteur 11

>
Si on 'emploie comme vecteur II, les formules (41) nous fourniront
-

A
un champ électromagnétique E, H, solution des équations de Maxwell :

on dira que cette solution est du type éleclrique. Si au contraire on
—_

emploie la méme solution de I'équation (40)-(43) comme vecteur 11,
on en déduira par (44) nn champ électromagnétique Fj’, i solution des
équations de Maxwell et cette solution sera dite du type magnétique.
Ces notions reviendront conslamment dans la suite.

Nous avons, dans ce paragraphe, défini les potenticls et les vecteurs
de Hertz dans le cas da vide, c¢’est-dire pour ¢ = p. == 1, mais, d'apreés
un résultat démontré au paragraphe I, il nous sera possible, dans tous
les cas que nous aurons & étudier, de déduire les solutions valables
pour &, u =1 des solutions obtenues pour le cas du vide.

Il est facile d'écrirve les formules précédentes sous une forme tenso-
rielle. On pose

~ )
\]:Z o, M
i
avec
1, = g, I, = U, 1L, =11-. o= —1,. I =— 1. 1 = —11,
A . 2y
et 'on trouve
>
> > 1 Jdll . . AY e
A =—rotll'+ - (——, V= —divil. b 4+ divA =0,
¢ it o ot
puis
. >
ke e T g2 v ol
E = grad divil — — Sorot Sy
E c? ot ¢ Jt
Al 1
> 1 ol > 1 g2
l{ = I s = € i ol
rot - o grad divIl' - Pl vl

équations qui résument les équations (39) a (44).
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5. Les fonctions U de Bromwich-Borgnis. — Nous aurons a utiliser
constamment une méthode de dérivation des champs qui a ¢té notam-
ment développée par M. Borgnis ('). Elle s’applique au cas ou les
coordonnées curvilignes rectangulaires cmployées sont telles que

2

i ]
. e . . -
1°lon ait e =13 2° le rapport - soit indépendant de la variable ;. Ces
hypothéses sont trés souvent vérifiées dans les problémes usuels.

Pour exposer la méthode, nous supposerons ¢ = p1 == 1 puisque nous
savons toujours ramener le cas g, p 21 au cas ¢ = p == 1. Les équations
de Maxwell s’écriront alors pour une onde harmonique avec I'hypo-

thése e, ==,

| 7 7
e dhesen ) = oy By — —— ey 19,
! iheseq ’}J_;‘(_, 3 r).l:;;(}' 2.
) Pl
7P DR | S L
e, e 1 ’)lev,“‘, T e, H,
o J
—iley y= - i = ——ey Iy
ke, H, ¥ o [ VEN
] J
ey o= — ;- oy Hyp s
i, ike, e= R PRERE
49)
il Wy= B,
x, o, ’
o} ()
ey o= —ec, . - — 1y,
ihes Today Feh oz, .
e.zrf;]hy‘f(~ ey H, L’,’g}[j;:().
Jay o oy ’
7} l" ‘ I) AR /) l .
| ’}J: Co gy - ‘)l: a1y ()[ Corluy =0

Nous allons tenter de trouver une solution que nous appellerons
solution du type électrique avec 11, == o en posant

( ) 7L 1 U I U
=AU ’— Ly = e — B, = Iy
o) s E S dai ’ E. ey day ()x.l’ " ey O, das
(46) ki JU il U
‘ = o, =4+ - —, Hy=— -~ = .
’ ey dxs e, Jdx,

Avec ces définitions, on constate que les équations (45) de Maxwell
sont satisfaites si U satisfait a I'équation du second ordre

a2 L I [ d e, U d ey JU ] U — o

dry ey drs  dxy ey Dy

(47)

dri e, ey

(') Voir bibliographie [G1. Le principe de cette méthode est da 4 M. Bromwich.
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De méme, si l'on cherche une solution avec E; = o, on pesera

ke ! e U’
gE":o, w, = kU v, = R
) T e das ' €x Ja,
(48 . . U
A ¥ (A W,-_ - 2= = L Y
?\ n K dxi ? B e ()JM(}.,CQ’ It ey dxydas

en intervertissant dans (46) le role du champ électrique et du champ.
magnélique. On constaie que (48) est bien une solution de (43) si U
est solution de 'équation du second ordre (47) et Uon aura alors obtenu
une solution du type magnétique.

Bref, chaque fois que I'on aura trouvé une intégrale de Péquation (47)
on obtiendra par les équations (46) une solution du type électrique et
par (48) une solution du type magnélique.

Si Yon compare les équations (46) et (48) respectivement avec les
équations (41)et(44)du précédent paragraphe, on voit qu’clles présentent
ane parenté évidente si Pon 1dentitie la fonction U avec la composante 11,
d’un vecteur de Hertz électrique et la fonction U avee la composante 1L
d’un vecteur de Hertz magnétique, ces deux vecleurs de Hertz étant
supposés n’avoir comme composante non nulle que leur composante
d’indice 1. Cependant 'identification des fonctions U de Bromwich-
Borgnis avec la composante d’indice 1 d’un vecteur de leriz, dont les
deux autres composantes sont nulles, doit dans certains cas éure
effectuée avec précaution comme nous le montrerons & propos des
coordonnées sphériques.



