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PREFACE.,

Le présent volume forme une sorte de complément de I'Ouvrage
que J’al récemment publié sur I'interprétation de la Mécanique
ondulatoire par la théorie de la double solution (*). J'y reprends
plus en détail certaines questions que me paraissent nécessiter un
nouvel examen du role de la mesure en Physique quantique déve-
loppé d’une fdwn plus concréte et plus proche de la réalité expé-
rimentale qu’on ne I'a fait jusqu’ici. :

Le plan de I'Ouvrage est le suivant. Aprés avoir, dans un
premier chapitre, rappelé quelques principes bien connus de la
Mécanique ondulatoire, j'expose dans les chapitres IT et Il la
théorie de la Mesure due a M. J. von Neumann et, en reprenant
des arguments développés naguére par Einstein et M. Schro-
dinger, je montre ue cette théorie, malgré le caractére élégant
et en apparence parfaitement satisfaisant de son formalisme,
conduit cependant a des conséquences trés difficilement accep-
tables. Les difficultés qu’elle souléve proviennent, d’une part, du
fait qu’en accord avec les idées actuellement dominantes elle
n’admet pas la localisation permanente des corpuscules dans
I'espace et, d’autre part, qu’elle envisage les processus de mesure
d’une maniére trop abstraite.

Aprés avoir résumé dans les chapitres IV et V les conceptions
fondamentales de la théorie de la double solution en y ajoutant,
quelques compléments qui n’avaient pas trouvé place dans mes
exposés antérieurs, je reprends dans les chapitres VI et VII
Tétude des processus de mesure d’un point de vue plus concret.
Jy introduis les idées essentielles que les trains d’ondes sont
ltoujours limités et que nous ne pouvons faire d’observations ou

(1) Bibliographie {3 .



Vi PREFACE,

de mesures sur la réalité microphysique que par I'intermédiaire
des phénoménes macroscopiques observables déclenchés par
l'action locale d’un corpuscule. En ajoutant & ces remarques
fondamentales I'idée de la localisation permanente des corpus-
cules dans I'espace telle qu’elle résulte de la théorie de la double
solution, je montre qu'on obtient ainsi une image claire des
processus de mesure qui ne souléve plus les mémes objections que
la théorie de von Neumann et de ses conlinuateurs.

Un dernier chapitre est consacré a un examen trés rapide de la
Thermodynamique de von Neumann el a son interprétation a
l'aide des idées précédemment exposées.

Le but du présent Quvrage est en somme de faire voir pour
quelles raisons il me parait nécessaire de rétablir I'image d’une
localisation permanente des corpuscules microphysiques et pour-
quoi, redevenu conscient de cette nécessité, j'ai cherché¢ dans ces
derniéres années a reprendre la tentative d’interprétation de la
Mécanique ondulatoire que j’'avais esquissée en 1927.

Septembre 1956.

Louis v Brocrik



LA THEORIE DE LA MESURE
~ EN MECANIQUE ONDULATOIRE

INTERPRETATION USUELLE
ET INTERPRETATION CAUSALE

CHAPITRE 1.

RAPPEL DE GENERALITES SUR LA MECANIQUE ONDULATOIRE
ET SUR LA MESURE.

1. Quelques principes connus de Mécanique ondulatoire. — L’inter-
prétation actuellement admise de la Mécanique ondulatoire suppose que
Pon peut décrire d’une facon aussi compléte que possible un corpuscule
ou un systtme de corpuscules a I'aide d’une fonction d’onde W suscep-
tible d’ailleurs d’avoir plusieurs composantes comme dans la théorie de
Pélectron de Dirac ou dans celle des corpuscules de spin plus élevé.
La fonction W est toujours supposée « normée » par la formule

(1) f{lwdr=1.

L’évolution de la fonction d’onde au cours du temps est régie par
une équation aux dérivées partielles, I'équation des ondes, qui dans le
cas le plus simple, celui d’'un corpuscule sans spin & I'approximation
non relativiste, est 'équation bien connue de Schrodinger. Elle prend
des formes plus compliquées pour les particules a spin (électron de
Dirac par exemple) car dans ces cas elle devient en réalité un systéme
d’équations aux dérivées partielles liant entre elles les diverses compo-
santes du W. D’une facon générale, I'équation d’ondes avec des condi-

L. DE BROGLIE, 1




2 CHAPITRE 1.

tions iniliales et des conditions aux limites données détermine entié-
rement ’évolution de la fonction W'

Oubliant compleétement les origines de la Mécanique ondulatoire et
les intuitions physiques sur lesquelles elle était fondée, la plupart
des auteurs considérent la fonction ¥ comme un simple instrument
mathématique servant a prévoir les probabilités des divers résultats
des mesures effectuées sur le corpuscule ou le systene, cette fonction
se trouvant (par hasard?) avoir la méme forme que les ondes de la
Physique classique.

Voici maintenant, briévement résumés, les postulats qui constituent
des sortes de « recettes » perméttant d’utiliser la fonction W', supposée
connue, pour le calcul de la probabilité des mesures que 'on peut faire
des grandeurs corpusculaires. On admet qu’a chacune de ces grandeurs
correspond un opérateur linéaire et hermiticn A dont I'¢quation aux
valeurs propres

(2) Ag=uap

permet de définir un ensemble continu ou discontinu (ou méme par-
tiellement continu et partiellement discontinu) de valeurs propres o et
de fonctions propres ¢(a) correspondantes. Les fonctions propres ¢
forment un systéme complet de fonctions de base orthonormales de
sorte que 'on peut toujours éerire

(3) v =fc(a>‘p(a>da

ou plus simplement dans le cas d’un spectre discontinu
(4) W=N iz
i

en numérotant par un indice les valeurs propres et les fonctions pro-
pres. Un formalisme mathématique comme I'intégrale de Stieltjes
permetirait d’ailleurs de réunir les deux cas du spectre continu et du
spectre discontinu en une seule formule. L’ensemble des valeurs
propres de A forment le « spectre » de cet opérateur.

Le principe fondamental que 'on prend comme base ecst alors le
suivant. Soit ¥ la fonction d’onde d’un corpuscule (ou d’un systéme)
sur lequel on veut effectuer, & l'aide d’un dispositif approprié, la
mesure d’une grandeur A. On développera le W suivant les fonctions
propres ¢ de Popérateur A correspondant et'on pourra affirmer que la
probabilité pour que la mesure donne une valeur appartenant & un

0
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intervalle da est [c(a)[?da. Dans le cas d'un spectre discontinu, on
dira plus simplement que la probabilit¢ de la valeur «; est donnée

a

par | ¢;

L’espérance mathématique de la valeur o; ou, si I'on veut, la valeur
moyenne du résultat de la mesure de A effectuée sur un trés grand
nombre de corpuscules ayant la méme fonction W sera

Gy A:Zm;ui:fw*mrd—,.

Ces principes généraux appliqués a la mesure de la position d'un
corpuscule donne le résultat suivant : la probabilité pour que les coor-
données d'un corpuscule soient trouvées comprises dans les inter-
valles x—x+-dx, y—+y +dy, z—>z-+dz, ’est-a-dire pour quele corpus-
cule se trouve dans I'élément de volume dr = dz dy dz est|W > dx dy daz.
Un ¢énoncé analogue est valable pour la probabilité de la présence du
point figuratif d’un systéme dans l'espace de configuration qui lui
correspond.

Les énoncés relatifs a | W |* (principe des interférences ou de locali-
“sation) peuvent se déduire du formalisme général de sorte qu’au point
de vue de ce formalisme, la probabilité de présence |W|> parait

2
.

étre sur le meéme pied que n’'importe quelle autre probabilité |c¢;
L’ensemble de tous les développements possibles du W' suivant les
différents systemes de fonctions propres ¢; correspondant aux diverses
grandeurs mesurables apparaissent ainsi, du point de vue formel,
comme cntiérement équivalents. Cette idée qui sert de base & la
« théorie des transformations » donne licu a d’élégants développements
mathémaliques : nous aurons a en discuter la valeur physique.

Le postulat général admis plus haut relatif a la signification statis-
tique des | c;|* entraine, par des raisonnements que je ne reproduirai
pas, la conséquence suivante : un méme dispositif expérimental ne peut
permetire de mesurer a la fois avec précision deux grandeurs A et B
que si les opérateurs correspondants commutent, c¢’est-a-dire si
l'on a AB¢ =BA 9, quelle que soit 9. S'il n’en est pas ainsi, c’est-a-
dire-si en général ABo 2 BAo, alors tout dispositif expérimental de
mesure permettant d’attribuer & A une valeur atfectée d’une certaine
incertitude laissera subsister sur la valeur de B une incertitude d’autant
plus grande que la mesure de A aura é1é plus précise et inversement.
L’exemple typique de deux grandeurs qui ne sont pas simultanément
mesurables avec précision est fourni par tout couple de grandeurs « cano-
niquement » conjuguées au sens de la Mécanique analytique, comme
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par exemple la coordonnée z d'un corpuscule et la composante p.
correspondante de la quantité de mouvement. Dans ce dernier cas les

h 0
2% do

opérateurs correspondants <qui sont =z et — > sont tels

h .
ue AB—BA — — et, par suite, ne commutent pas; on montre alors
q omt p ’ pas;

que les incertitudes existant sur les valeurs de z ct de p. satisfont
toujours aux inégalités d’Heisenberg

(6) Sxdprnh

et, par suite, ne peuvent jamais élre simultanément nulles.

Il existe d’ailleurs des grandeurs qui, sans éire canoniquement
conjugudes ne commautent cependant pas, par exemple les trois compo-
santes rectangulaires My, My, M; du mouvement de la quantit¢ de
mouvement pour lesquels on trouve

My My— MyMy = O—}j—im,. .

et 'on montre alors que les incertitudes sur la valeur de deux de ces
composantes ne peuvent pas en géndéral étre nulles simultanément.

On peut traduire ces résultats dans un langage un peu différent en
disant que notre principe général fait correspondre a la valeur de toute
grandeur physique mesurable une distribution de probabilité corres-
pondant a la forme du W. Dans le cas discontinu, les probabilités des

valeurs a; sont P;=¢;|* et dans le cas continu la densité de probabilité
sera p(a) =|c(«)|?. L'état d’'un corpuscule (ou d’un systéme) ¢lant

défini par une certaine fonction W, a Pensemble des lgrandeurs physi-
ques mesurables correspondra un ensemble de distribution de probabi-
lité que la théorie actuelle considére (peut-étre a tort, nous le verrons)
comme intervenant exactement sur le méme pied pour le corpuscule
(ou le systeme) dans 'état W.

On peut alors définir pour chaque distribution de probabilité une
« dispersion » égale a la racine carrée du carré moyen de I'écart par

rapport de la valeur moyenne. On pose donc pour cette dispersion

(7) s(A)=V(a—ap= Vai—a,
On peut ensuite démontrer que 'on a pour deux grandeurs A et B

(8) c(A)c(B);%]AB—-BAL

Si les opérateurs A et B commutent, le second membre de (8) est
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nul, ce que l'on interprétera en disant qu’on peut obtenir par une
méme opération de mesure des valeurs précises, donc a dispersion
nulle, des grandeurs A et B. Si les opérateurs A et B ne commutent
pas, le seccond membre de (8) donne une borne inférieure non nulle
pour le produit des dispersions de sorte qu’aucune opération de mesure
ne doit pouvoir fournir simultanément des valeurs précises pour A et
pour B. Pour decux grandeurs canoniquement conjuguées, on
a AB—BA = T’; et Fon trouve

2

s

(8 bis) s(A)s(B)x

b

E=N

ce qui constitue une sorte d’énoncé plus précis des relations d’incer-
titude (6).

Avant de poursuivre I'étude des conséquences de ce formalisme, je
voudrais insister sur ce qu’il a d’extrémement abstrait. La fonction
d’onde W est considérée comme une simple fonction mathématique
solution complexe d'une ¢quation aux dérivées partielles qui aurait,
pour ainst dire fortuitement, da forme d’une équation de propagation
d’ondes. En jetant un voile sur les considérations physiques qui
m’avaient guidé au début de mes recherches ct sur celles qui avaient
¢été ensuite développées par M. Schrédinger, on ne cherche plus a se
faire aucune jimage physique des rapports de P'onde et du corpuscule.
On ne sait méme plus bien si 'onde W est autre chose qu’une expres-
sion mathématique permettant ’évaluation de probabilités et s'il lui
reste quelque ombre de réalit¢ physique. D’autre part, la considération
simultanée de tous les développements de onde W et la mise sur le
pied d’égalité de toutes les répartitions de probabilités qui s’en dédui-
sent a quelque chose d’étrange puisque I'on sait que chacune de ces
répartitions n’aura une signification physique qu’apres exécution de
la mesure correspondante, mesure qui, nous allons le voir, modifie
completement 1'état de chose initial. Evidemment on peut toujours
dire que le physicien qui conmait le W a le droit de s’en servir
pour calculer les valeurs d’une grandeur physique qui sont les résultats
possibles d’une mesure de cette grandeur et les probabilités corres-
pondantes. Mais les répartitions de probabilités ainsi obtenues n’ont
gqu’une valeur subjective et ne peuvent prendre une valeur objective
qu'aprés Lexécution effective de la mesure entrainant Pintervention
d’un dispositif approprié. Nous reviendrons plus tard sur ces questions
qui restent assez obscures dans le formalisme actuellement utilisé et
nous allons poursuivre I'étude des conséquences de ce formalisme.
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‘

2. Réduction du paquet de probabilité. — Dans l'interprétation
actucllement admise du formalisme exposé plus haut, la mesure joue
un réle qui, bien qu'un peu mystérieux, est essentiel. Gest elle qui, en
nous apportant des informations nouvelles, change 1'état de nos con-
naissances sur le systtme étudi¢ et par suite, nous oblige a modifier
brusquement la forme de 'onde W qui représente nos connaissances
sur le corpuscule (ou sur le systéme). Si, par exemple, la mesure est
une mesure de position plus ou moins précise, le train d'ondes W
initialement associé au corpuscule se trouvera « réduit » & un train
d’ondes moins étendu qui peut méme étre presque ponctuel si la
mesure est précise, puisque la région ou la probabilité de présence | W* |
est différente de zéro a diminué d’étendue. D’ow le nom de « réduction
du paquet de probabilité » donné naguére par M. leisenberg a cette
modification du . Si la mesure consistait au contraire dans la déter-
mination de I'une des composantes de la quantité de mouvement p,,
c’est dans L'espace des moments qu’aurait licu la réduction du paquet
de probabilité puisque ce serait alors I'étenduc des valeurs de p.
figurant effectiuemeut dans la représentation de Fourier de W qui
aurait diminué.

La question de la réduction du paquet de probabilité pose dans
I'interprétation actuelle un probleéme difficile; est-ce l'action du dispo-
sitif de mesure qui modifie 'onde W ou est-ce la connaissance que nous
acquérons des résultats de la mesure qui entraine cette modification ?”
Je ne sais pas si tous les auteurs qui adoptent I'interprétation proba-
biliste actuelle seraient d’accord sur la réponse a faire a cette
question.

Les uns (et ce serait probablement le cas de M. Bohr) scraient
soucieux de conserver un certain caractére de réalité physique a
londe W et diraient que c’est l'action de lappareil de mesure sur
Ponde W qui provoque la réduction du paquet de probabilité. D’autres,
peut-étre plus logiques avec eux-mémes, diraient que ¢’est la connais-
sance du résultat de la mesure qui nécessite la modification de I'onde
puisque, tant que le résultat de la mesure ne nous est pas connu, ce
sont les anciennes prévisions de probabilités correspondant i la forme
primitive du W qui pour nous restent valables pour faire des prévisions
Mais si I'on adopte cette seconde opinion, 'onde W n’est plus qu’une
représentation purement subjective des probabilités et ne peut étre a
aucun degré une représentation de la réalité objective. Gomment alors
se fait-il qu’elle obéisse a une équation de propagation d’ondes et que,
malgré tout, elle fournisse une représentation statistique probablement
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exacle de phénomenes dont la réalité objective ne saurait étre mise en
doute? La question reste vraiment obscure : nous y reviendrons.

La réduction du train d’ondes W donne lieu & une situation nouvelle
caractérisée par une nouvelle forme du W, situation qui élait imprévi-
sible & I'avance puisque scules les probabilités des diverses mesures
possibles pouvaient étre calculées avant une mesure effective. Nous
aurons A nous demander st cette imprévisibilité résulte d’'une réelle
indélermination, comme on l'admet actuellement, ou au contraire
de la valeur de certaines variables cachées comme le prétend la théorie
de la double solation, question en relation étroite avec un théoréme
énoncé par M. von Neumann dans sa théorie de la Mesure en Mécani-
que ondulatoire.

Les relations d'incertitude de Heisenberg montrent qu'un dispositif
permettant d’effectuer simultanément des mesures diverses sur un
corpuscule ne peut pas nous faire connaitre a la fois avec précision la
valeur de toutes les grandeurs caractérisant le corpuscule. 11y a donc
une connaissance maximum incompléte de ces grandeunrs qui est com-
patible avec les relations d’incertitude. Ayant acquis cette connais-
sance maximum, nous pouvons construire la fonction d’onde qui
convient pour représenter nos connaissances immédiatement apres la
mesure et, a partir de cette forme initiale du ¥, nous pourrions suivre
son ¢volution ultéricure au cours du temps & l'aide de 1'équation
des ondes. Nous pourrons ainsi a tout instant calculer la probabilité
des résultats des diverses mesures que I'on pourrait opérer i cet ins-
tant. Il en sera ainsi jusqu'a ce que nous connaissions le résultat de
nouvelles mesures modifiant 1’état de nos connaissances et inter-
rompant brusquement I'évolution régulitre de I'onde W. L’évolution
réguliere de cette onde entre deux mesures, évolution réglée par I’équa-
tion d’ondes, est, elle, entierement déterminée par la forme initiale
du W (et éventuellement par les conditions aux limites) puisque I'équa-
tion d’ondes est du premier ordre par rapport au temps. Ainsi il y a
déterminisme de I'évolution du W entre deux mesures, mais non pas
d¢terminisme des phénomenes observables puisque la connaissance
de la foncuion d’onde ne donne pour ceux-ci que des probabilités. Si la
description de la réalité physique par la fonction W est une description
complete, s'il n’existe pas de description plus compléte introduisant
par exemple des variables cachées, il n’y a pas de déterminisme des
phénomenes physiques.

3. Effacement des phases par la mesure. Interférences des proba-
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bilités. -—— La mesure introduit une discontinuité dans 1’évolution
de la fonction d'onde : la connaissance de celle-ci aprés la mesure
ne permet aucunement de remonter a la forme qu'elle avait avant la
mesure.

Considérons un tres grand nombre de corpuscules (ou de systémes)
se trouvant initialement dans le méme état représenté par le méme W,
Mesurons pour chacun d’eux une certaine grandeur A de fonctions
propres ¢; et de valeurs propres a;. Apres ces mesures, la proportion
des corpuscules (ou systémes) pour lesquels on aura trouvé pour A les
diverses valeurs o; nous fourniront les carrés des modules des coeffi-

. Wl .

cients ¢; dans le développement ‘F:}_J ¢19; de la fonction d’onde
14

avant la mesure. La connaissance des W' pour tous les corpuscules (ou

systémes) aprés la mesure nous fournit donc les valeurs des | ¢/, mais
pour connaitre les ¢; eux-mémes, 1l nous manque la connaissance de
leurs arguments, donc des phases relatives des composantes ¢; 9, de la
fonction d’onde initiale.

C’est cette remarque qui a amené M. Bohr a souligner que toute
mesure a pour conséquence d’éffacer complétement les phases. Clest
cet effacement des phases par l'acte de mesure qui fait que celui-ci
constitue une coupure dans l'évolution du W. En effet, les différences

de phases entre les composantes du développement 20;91 ont une
/

imporlance capitale et toute connaissance relative a la fonction d’onde
qui ne comporte pas la connaissance de ces différences de phase est
radicalement incomplete. Cette importance des phases va se manifester
clairement a nous dans I'étude du phénomene de linterférence des
probabilités.

Considérons deux grandeurs A et B dont les opérateurs ne commu-
tent pas et qui, par suite, ne sont pas simultanément mesurables. Les
valeurs et fonctions propres de A sont %; et ¢;, celles de B sont 5 et y,.
On démontre aisément que, A et B ne commutant pas, le systéme
des ¢; ne peut pas coincider avec celui des . Cependant, comme
les % forment un systéme complet, chaque ¢; peut s’exprimer a l'aide
des x sous la forme

(9) ) <?i=25ikxk,
k

les s;; étant les éléments d'une matrice unitaire 8. Dans ce développe-
ment figurent en général plus d’un terme au second membre puisque
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le systtme des g; et celui des y; ne coincident pas. Supposons alors
que I'état du corpuscule (ou systtme) examiné soit représenté par la
fonction d’onde

. QN » 1
(10) it -—_—S‘ci?(: 2 CiSik fk+
i ik

Si alors on mesure la grandeur A, on trouve l'une des valeurs
cj|?. Apres la
mesure, le corpuscule (ou systéme) se trouvera dans P'état o; et, dans.

propres a;, la probabilité de trouver «; étant @ prior:

ce nouvel ¢tat, une mesure de B conduit a la valeur 8, avec la probabi-

hite Sik

2, Ainsi la probabllité de trouver la valeur 3, pour B en mesu-

D]

rant d’abord A, puis B, sera égale a Z [ei]?] s

Z
Mais supposons maintenant que nous ayons cffectué la mesure de B
directement sur Pétat initial. Alors d’aprés la forme du dernier membre
de (10), le principe général relatif aux probabilités des résultats de
mesure nous apprend que la probabilité de trouver 3, cst égale
1
2 CiSik
i

dente parce qu'elle dépend des phases (ou arguments) des ¢; et des s

alors que 2
i

nomme « I'interférence des probabilités ».

a

%, Gette expression est entiérement différente de la précé-

i ] sie |?

visiblement n’en dépend pas. Clest la ce qu’on

Mlustrons ceci par un exemple simple. Prenons un domaine a une
~dimension de longucur L. Dans ce domaine, les fonctions propres

2T
) . I — .
normces de la quantité de mouvement sont g;= e " - Soit alors

VL

o Co N G e e
(11) l_z ‘/Lc 2]01] =
i

i

la fonction d’onde du corpuscule dans son état initial. Si 'on mesure
d’abord p, puis &, la probabilité de la position z = z, sera

S

24T
1 -——/—/2;:!:0 2
— e t

JL

- 1 . . oy
ou simplement L’ €t qui exprime Iégale probabilité de toutes les

positions sur le segment de longueur L.
Mais si, au contraire, on mesure directement la coordonnée z dans
I'état initial, la probabilité de la valeur 2 = x, sera | W' (zo) |2 et elle
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fait intervenir l'interférence des ondes planes dont la superposition
constitue le W, résultat qui est nécessaire pour rendre compte des
interférences en Optique et de la diffraction des ¢lectrons. L'on voit
donc que linterférence des probabilités, dont I'existence est nécessaire
pour l'interprétation des faits expérimentaux, dépend essentiellement
des phases dont le réle se montre ainsi capital.

Le fait que la probabilité de la valeur 3, de B mesurce directement

. . . . Wl
dans l'état initial soit \A“c,-s,-/f

2 .
et non Zl ci|*|si]? pourrail au
i i

premier abord paraitre contraire au théoréme des probabilités com-

. . . . e, R o
osées, mais en réalité il n’en est rien : la probabilite N ¢ /2 si !
p ? P — Lo |

. i
bien celle que U'on doit attendre quand on fait d’abord la détermination
de A, puis celle de B, puisqu’elle est égale a la somme des produits de
la probabilité pour obtenir d’abord une valeur a; pour A par la probabi-
lit¢ d’obtenir ensuite la valeur 3; pour B. Le théoréme des probabilités
composées est donc sauf et, si 'on envisage les probabilités uniquement
au point de vue subjectif, on peut dire qu’il n’y a aucune raison pour la

probabilité Z Lei?] si
{

? soit égale a celle d'obtenir directoment la

valeur 2, de B par une mesure de cette grandeur dans 1'état initdal.
Mais, si I'on analyse bien cette idée, I'on voit que toutes les répartitions
de probabilité introduites par la théorie usuelle (sauf, sans doute,
le |W|*) n’existent dans l'état initial que subjectivement pour le
physicien qui veut faire des prévisions sur le résultat des mesures pos-
sibles; ces répartitions n’existent objectivement qu’apres que la mesure
correspondante a été effectuée quand on ignore encore le résultat
de cette mesure. Clest cette circonstance qui expliquera plus loin
pourquoi le schéma de I'interprétation probabiliste usuelle de la Méca-
nique ondulatoire n’est pas en accord avec le schéma habituellement
admis par les statisticiens.

4. Divergence entre le schéma statistique de la Mécanique ondula-
toire et le schéma usuel des statisticiens. — Dans l¢ schéma usuel des
statisticiens, que nous exposerons en supposant que I'on a affaire a des
variables continues), on définit pour chaque variable aléatoire X une
densit¢ de probabilité py(z) telle que py(z) dz soit la probabilit¢ pour
que X ait une valeur comprise entre z et x -+ dz. Pour une autre
variable aléatoire continue Y, on définira de méme py(y).

On définit ensuite une densité p (2, y) telle quep(z, y) dz dy soit
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la probabilit¢ d’obtenir par une méme opération de mesure (les statis-
ticiens disent sonvent par une méme épreuce) des valeurs de X et Y
comprisentrespectivement dans les intervalles z—z +dxet y — y ++dy.
Cette définition parait toute naturelle si 'on adopte une image concrete
de la probabilit¢ en se figurant des « individus » pour chacan desquels
les grandeurs X et Y ont une valeur déterminée, la statistique s’intro-
duisant par la considération simultanée d’un tres grand nombre
d’individus pour lesquels X et Y ont des valeurs différentes.

En dehors de ox(2), py(y), et p(x, ¥), les statisticiens considérent
aussi la densité de probabilité de Y lide par X, pM'(z, y) qui corres-
pond i la probabilité d’obtenir la valeur y de Y quand on sait que X
@ la valeur z et on définit de méme la probabilite de X lige par Y a
Paide de o{' (2, y).

Maintcnant P'on doit avoir entre les cing densités de probabilité
que nons venons de définir les relations suivantes que 'on considere
comme évidentes :

sty =[ete,pidy, i) = [ el ) de,
(12)
g _ ez 0) X ROIC D)
ox (.,C,‘)/) = _F\'(‘}") ] oy (‘I/’: }) —PX(‘Z') 7

d’ou on tire
(13) px(-l’):] N rs ) ex () dy,s F"‘Q"'):fﬁ‘x‘“(w, ¥)ex(®) da.

Or le fait essenticl est que le schéma précédent, habituellement
considéré par les statisticiens comme allant de soi, n'est pas applicable
aux répartitions de probabilités envisagées par I'interprétation actuelle
de la Mécanique ondulatoire. En effet, il est en général impossible de
définir pour deux grandeurs mesurables la densité p(z, y) puisqu’il
est en général impossible de mesurer simultanément la valeur des gran-
deurs X et Y. Les formules (12) n’ont donc plus de sens ici. Sans doute
il est toujours possible de définir les densités px(x), oy (¥), o' (2, ¥)
et ¢f'(z, y), mais clles ne sont plus reliées par les formules (12)
et (13).

Reprenons comme exemple le cas précédemment examiné de deux

grandeurs mesurables A et B non commutantes et récrivons les for-
mules (9) ‘et (10) en passant du cas discontinu au cas continu. Nous
avons

(14) s(a)= [ stn, y(@)ds, 7(3)= [ e B p(e)
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Si W estde la forme

(15) g =fc(o<):;(oc)doc :ﬁc(a)s(a, 3) 7 (3)dads,
on tréuve
(16) m@=le@r  w@ = [e@is o,

la seconde formule exprimant I'interférence des probabilités, puis

s, B,

@) Ao B=le@Pls@ B B8 =| [emsin hay

mais ict les produits py(3) o (, 8) et py(a) pi'(e, 3) n'ont aucune
raison d’étre égaux, ce qui montre bien 'inexistence de la densité p(a, )
qui devrait étre égale a leur valeur commune.

D’ou vient ce caractére particulier, assez étrange, des distributions
statistiques de la Mécanique quantique actuelle ? La réponse parait étre
contenue dans le role essentiel qu'y joue la mesure. Les distributions
de probabilité de la Mécanique guantique actuelle (& 'exception peut-

étre de quelques-unes d’entre clles) ne constituent pas des probabilités
objectives pouvant étre considérées comme correspondant toutes, a un
méme instant, a une collections d’individus pour lesquelles les gran-
deurs auraient des valeurs bien déterminées. I’hypothése implicite,
qui pour le statisticien rend « évidentes » les relations (12) et (13),
n’est pas ici réalisée.

Clest seulement apreés Paction du dispositif de mesure d'une gran-
deur sur le corpuscule (ou sur le systéme) que la répartition de proba-
bilité peut ¢tre considérée comme réalisée objectivement; pour parler
plus exactement, si 'on imagine que la mesure d’une certaine grandeur
est effectuée simultanément sur une infinité de corpuscules (ou de
systémes) ayant initialement la méme fonction W, c’est sculement apres
Pexécution de la mesure sur tous ces corpuscules (ou systémes) que
Pon a réellement une collection d’individus possédant chacun une
valeur précise de la valeur mesurée, ces valeurs étant réparties suivant
1a loi de probabilité en |¢(|*. Et encore faut-il bien remarquer que la
loi de probabilité en | ¢4
un collectif que pour la grandeur mesurée et celles qui commutent avec

Pl

2 ne se trouve ainsi réalisée objectivement par

elles, a I'exclusion des autres. Dans I’¢tat initial, quand aucune mesure
n’a encore été effectuée, le physicien, s’il connait la fonction d’onde,
peut calculer les diverses répartitions de probabilité qu’il peut ensuite
se décider 4 mesurer; mais chacune de ces réparlitions ne pourra se
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trouver ainsi réalisée et correspondre a un collectif qu’apres Pexécution
de Ia mesure correspondante. Jamais toutes les répartitions ne pourront
sc trouver A la fois réalisées puisq{l’on ne peut pas mesurer ‘simultané—
ment toutes les grandeurs et que, pour mesurer deux grandeurs non
commutantes, il faudrait employer deux dispositifs de mesure qui sont
incompatibles. ’

Certes le physicien a toujours le droit de considérer simultanément
avant toute mesure 'ensemble des distributions de probabilité qui
peuvent s¢ déduire des différents développements du W initial, mais
ces probabilités ont alors un caractére subjectif et ne sont pas des
probabilités objectives statistiquement réalisées par un méme collectif
d’individus. Si donc on veut raisonner sur 'ensemble des distributions
de probabilité correspondant a une forme donnée de la fonction d’onde,
on ne devra jamais supposer que loutes’ ces distributions ont, avant
toute mesure, la nature de probabilités objectives correspondant & un
méme collecuif d’individus. C’est cela qui empéche, nous l'avons vu
d’attribuer aux distributions de probabilité de la Mécanique ondula-
toire usuelle les propriétés (12) et (13) qui sont évidentes pour des
probabilités objectives se rapportant a un collectif d'individus a carac-
téristiques bien déterminées. Glest, pensons-nous, pour la méme raison
que le célebre théoreme de M. von Neumann dont nous parlerons
bientot n’est au fond qu’un trutsme et ne prouve nullement 'tmpossibi-
lit¢ de rétablir le déterminisme en Mécanique ondulatoire par Iintro-
duction de variables cachées.




