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Introduction

Pendant le précédent siécle, la gravitation a été comprise comme la cour-
bure de l'espace-temps, grace a la théorie de la relativité générale, principa-
lement due & Albert Einstein. Il y a maintenant un siécle, Louis de Broglie
comprit qu’au mouvement de toute particule matérielle, quelque soit sa na-
ture et sa masse, est associée une « onde de phase ». Cette phase est en
tout point en accord avec la phase interne de la petite horloge que consti-
tue la particule. A partir de cette idée mais en ne gardant que 'onde, la
physique quantique s’est construite comme une théorie de champs régis par
I'invariance de jauge. A partir de ces avancées théoriques, et surtout & partir
des découvertes nombreuses faites grace aux accélérateurs de particules, le
modéle standard de la physique quantique s’est progressivement bati. Ce-
pendant, le but de toute la physique, c’est-d-dire une vraie unification de
ces deux parties séparées de la théorie physique, physique quantique et re-
lativité générale, la théorie du tout, reste inachevé : cette unification est
le but du présent exposé.

De nombreuses tentatives ont été faites dans les précédentes décades,
partant de la physique quantique pour y inclure aussi la gravitation. Nous
partons ici aussi de la mécanique quantique relativiste, et utilisons tous les
résultats expérimentaux de la physique des particules, mais avec une for-
mulation entiérement nouvelle de la physique quantique relativiste. Cette
nouvelle approche ne se focalise ni sur les espaces hermitiens, ni sur les opé-
rateurs sur ces espaces hermitiens. En effet ’'onde quantique est une fonction
de I'espace-temps a valeur dans deux groupes de Lie contenus dans des al-
gebres de Clifford sur le corps des réels, non sur le corps des complexes. Et
c’est cela qui nous permet de comprendre ’'origine de la normalisation de
I'onde, I'existence d’une densité de probabilité, la quantification en nombres
entiers de ’action, et aussi la vraie nature de la lumiére et du champ élec-
tromagnétique, lié & la partie 2-vectorielle de I'impulsion-énergie de ’onde
quantique. Notre approche permet en outre d’intégrer le spin de ’'onde quan-
tique & une vraie théorie de champs, en justifiant le principe d’exclusion sans
les espaces de configuration de la mécanique quantique non relativiste. Les
contraintes de la physique relativiste rendent alors & I’onde de phase sa na-
ture d’onde physique, et non pas de simple outil mathématique de calcul de
probabilités, sans renoncer & ces probabilités dont on justifie I’existence.
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Cette nouvelle maniére d’appréhender les multiples aspects du modéle
standard de la physique quantique est rendue possible par 'utilisation du
méme panorama mathématique, & la fois pour décrire le modéle standard
et la gravitation relativiste : d’abord I’algébre de Clifford Cl3 et son groupe
multiplicatif CI3. Ils sont décrits dans 'annexe A. L’algébre Cl; 3 permet de
décrire les interactions électro-faibles, et le groupe End(Cl3) contenu dans
lalgebre Cls 3 généralise le groupe C13. Ils sont décrits dans 'annexe B. La
nécessité de ces outils en relativité générale vient du théoréme de Whitney :
I’espace-temps étant une variété de dimension 4 peut s’exprimer, en toute
généralité, a partir de son inclusion dans un espace de dimension double,
et il se trouve que Cls est un espace de dimension 8 = 23 sur le corps des
réels. Cls 3, qui contient Cly 3, est une algebre de dimension 64 = 2373 = 43,
nombre des symboles de Christoffel de la variété d’espace-temps.

L’utilisation des algébres de Clifford en physique a commencé en fait
deés 1927 avec ’algébre des matrices de Pauli, Cl3, pour écrire une équation
d’onde non relativiste de ’électron avec spin. Aussitot aprés, en 1928, I’al-
gébre des matrices complexes 4 x 4 a permis & Dirac d’écrire une équation
relativiste pour 'onde de l’électron. Ces prémisses font partie d’'un cadre
théorique appelé maintenant la premiére quantification. Celle-ci a été sui-
vie d’'une seconde quantification ou quantification des champs (champ élec-
tromagnétique et bosons des interactions électro-faibles et des interactions
fortes). Cette seconde étape englobe tous les résultats de la premiére étape.
La raison mathématique en est 'inclusion de C13, qui est aussi le groupe des
endomorphismes sur I’anneau des matrices diagonales complexes 2 x 2, dans
le groupe des endomorphismes (opérateurs lin¢aires) End(Cl3) sur 'anneau
Cls. Ce groupe inclut & la fois le groupe d’invariance de forme CI3 et le
groupe de jauge du modéle standard.

A partir de 1966, David Hestenes a rebati la mécanique quantique de pre-
miére quantification avec 1'outil mathématique de 'algébre d’espace-temps
Cly s [76] [77, 78], [79, 8] [82]. Nous avons commencé nos travaux avec cet
outil mathématique [I2]. Notre premiére nouveauté, par rapport aux tra-
vaux des Cliffordiens, a été 'utilisation d’une équation d’onde améliorée,
équation non linéaire présentée dans le chapitre 1. Deuxiéme nouveauté,
le cadre géométrique naturel de la physique quantique relativiste de 1’élec-
tron n’est ni ’algébre des matrices de Dirac, ni ’algébre d’espace-temps qui
en constitue une sous-algébre, mais le groupe de Lie Cl3. Ceci, qui n’avait
pas été envisagé au début de la mécanique quantique relativiste, découle
de nos précédents travaux [14] [I5] 17, 18, 19, 20]. L’algebre Cl3, d’abord
promue par W. Baylis [3], est isomorphe a la sous-algébre paire de ’al-
gébre Cly 3 d’Hestenes. Et ce Cl3 est aussi ’algébre de Lie du groupe de
Lie C13, usuellement nommé en théorie des groupes GL(2,C). Ce cadre
mathématique beaucoup plus restreint, donc trés contraint, a la fois algé-
briquement et topologiquement, nous a d’abord permis de comprendre que
la théorie de Dirac, sous sa forme initiale, est incompléte : de nombreuses
autres densités tensorielles sont constructibles, avec les mémes liens entre
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spineurs et tenseurs respectant les contraintes de la physique relativiste.
De plus, ces densités tensorielles introduisent automatiquement la distinc-
tion entre ondes droites et gauches, et justifient ensuite la préférence pour
les ondes gauches. Troisiéme nouveauté, on s’apercoit que le groupe de Lie
Cl3, formé par les éléments inversibles de Cls, est le groupe d’invariance
de toutes les lois de 1’électromagnétisme, onde quantique et spin de 1’élec-
tron inclus [I7, 191 20, 22], 23]. Et c’est ce groupe, Cl, strictement inclus
dans Cl3, qui est essentiel pour I'onde quantique électronique, application
de V'espace-temps, variété a parameétres inclus dans Cls, dont les champs
scalaires ont valeur dans le sous-anneau commutatif maximal de Cl3.

Ces trois nouveautés nous ont permis de construire une théorie comple-
tement relativiste des interactions électro-faibles, qui généralise ’équation
de Dirac améliorée. Cette équation d’onde comporte des termes de masse
propre : nous réalisons donc ici précisément ce qui fut impossible pour la
premiére théorie des interactions faibles [I13], sans termes de masse. L’équa-
tion améliorée se généralise & une équation d’onde pour tous les fermions
et anti-fermions de la premiére génération [25], 26] 29 B0, BT, 32] B3] B34,
35, 36, 37, 38, 40, 49, 50, (I [48]. En expliquant les premiéres étapes de
nos travaux d’unification en [51], nous avons obtenu de nouveaux résultats,
comme la force de Lorentz agissant sur ’onde leptonique compléte (élec-
tron + monopole magnétique). Nous avons aussi obtenu une équation pour
I'onde compléte de quarks de couleur. Nos équations d’onde comportent
une vitesse réduite locale. Ceci nous permet de masquer partiellement le
croisement entre ondes droites et gauches qu’effectuent les termes de masse
propre. Il en résulte que 'on peut écrire les équations d’onde d’une ma-
niére récursive, ce qui donne les propriétés des champs de jauge. Et surtout
nous obtenons la quantification du moment cinétique. avec la valeur
attendue h/2, a la fois pour I’électron, pour le proton et le neutron grace
a leurs trois quarks de couleur. Et nous expliquons aussi le double lien lo-
gique existant entre la densité lagrangienne et I’équation d’onde, justifiant
le principe de moindre action. Pour la partie fermionique de I'onde, notre
équation non linéaire découle d’une densité lagrangienne qui ne différe de
celle du modéle standard que par son terme de masse, non linéaire. Il n’y
a pas besoin de postuler une densité lagrangienne pour la partie bosonique
de l'onde quantique.

Rappelons ceci, concernant les quarks qui composent les protons et les
neutrons des noyaux atomiques : la charge électrique des quarks (+2/3 de
la charge du positron pour le quark u et —1/3 de la charge du positron
pour le quark d) est connue avec une précision extraordinaire. C’est sans
aucun doute le meilleur résultat expérimental de toute la physique : s’il y
avait le plus léger écart par rapport a ces valeurs, un atome non ionisé ne
pourrait pas étre électriquement neutre et les forces électrostatiques entre
atomes seraient beaucoup plus fortes que les forces gravitationnelles. Alors
la matiére ne pourrait former ni étoile ni planéte. Il est donc trés important
d’obtenir exactement ces valeurs +2/3 et —1/3, et ce résultat est la premicre
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et plus importante validation expérimentale de notre construction. Le mo-
deéle standard tel qu’il est exposé ici n’a pas besoin de supposer la valeur
de ces charges, ces valeurs sont les simples conséquences des contraintes
qu’imposent l'invariance relativiste et les invariances de jauge. Toujours
concernant les quarks, le modéle standard comporte plusieurs propriétés
qui doivent étre expliquées. D’abord il y a 'existence de trois et seulement
trois états de couleur pour chaque quark : nous justifions ce trois. De plus,
il y a l'existence de trois et seulement trois générations qui sont trés si-
milaires. Ici aussi notre explication est simple, puisque ce trois vient aussi
de la structure de 1’équation d’onde. Donc nous n’attendons pas de qua-
triéme génération, excepté pour un quatriéme neutrino, et nous expliquons
pourquoi. Ce quatriéme neutrino est stable et identique & son antiparticule.

De nombreuses tentatives de théories unitaires partent d’un élargisse-
ment du cadre trop restreint de I’espace-temps de Minkowski et expriment
I’équation de Dirac comme régissant une fonction de ’espace-temps courbe,
sans changer I'espace des valeurs, qui reste C*. C’est aujourd’hui considéré
comme un probléme complétement résolu, que ce soit avec le formalisme ini-
tial des matrices de Dirac, ou avec ’algébre d’espace-temps utilisée par Hes-
tenes et son école cliffordienne [5][6][9][10]. Mais ces tentatives confondent,
pour l'invariance sous les rotations, deux groupes de Lie structurellement
différents. Ceci est expliqué en détail au chapitre 1. La nécessité de degrés
de liberté supplémentaires, de notre point de vue, est compatible avec le
nombre restreint & trois des dimensions de ’espace physique et & quatre des
dimensions de ’espace-temps. Nous n’utilisons que les dimensions supplé-
mentaires du groupe d’invariance des lois physiques. De nombreux domaines
de la physique, en particulier tout ce qui utilise le produit vectoriel, le ro-
tationnel d’un vecteur, la chiralité, est complétement dépendant de cette
dimension trois.

Ce que nous proposons ici fait suite a de nombreuses tentatives d’unifi-
cation. Par exemple la théorie d’unification de Weyl était basée sur la notion
de jauge qu’il a introduite en physique [I12]. Sa théorie unifiée était équiva-
lente & l'utilisation d’un groupe de similitudes comme groupe d’invariance
locale. Cette théorie de Weyl fut développée a une époque ou ni 'invariance
de jauge de 'onde quantique, ni la chiralité des interactions faibles n’étaient
connues. En outre le groupe de Lie & un parameétre engendré par le rapport
de similitude est le groupe multiplicatif des nombres réels positifs, quand
c’est un groupe U(1) dont on a besoin pour I'invariance de jauge électrique.

Une autre tentative majeure a été la théorie des twisteurs de Penrose
[102]]103]. Comme cette théorie utilise aussi ’équation de Dirac et ses spi-
neurs gauches et droits, il y a de nombreux liens possibles entre la théorie
des twisteurs et ce que nous étudions ici. Cependant, nous partons dans
une tout autre direction : au lieu de la forme hamiltonienne de la méca-
nique quantique, nous n’utilisons que la partie fermionique de la densité
lagrangienne du modele standard.

Les plus importantes tentatives d’unification furent ’ceuvre d’Einstein
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entre 1917 et sa mort [I12]. Il a défriché les voies les plus diverses pour
unifier I’électromagnétisme, la gravitation et la physique quantique. C’est
I’une de ces voies que nous développons ici au chapitre 4, utilisant une variété
d’espace-temps avec torsion. Nous suivons son avis sur le caractére incomplet
de la mécanique quantique développée il y a un siécle, nous expliquons aussi
pourquoi Einstein ne pouvait pas développer cette voie & son époque, ou
Pexistence des quarks et les conséquences de la chiralité de ’onde quantique
n’étaient pas encore connues. En outre Einstein, trés conscient qu’un outil
mathématique lui manquait, ne pouvait pas prévoir les liens étroits entre la
variété d’espace-temps et 'algébre de Clifford Cls.

De nombreuses autres tentatives, comme les théories de cordes et de
supersymétrie, étaient basées sur 'usage de nombreuses dimensions sup-
plémentaires d’espace-temps. Le point de départ de ces théories, visant la
théorie du tout, était un groupe de jauge plus vaste, un groupe simple uni-
fiant 1’électromagnétisme, les interactions faibles et les interactions fortes,
comme SU(5) ou SO(10). Le groupe de jauge du modéle standard est en
fait & lintérieur d’un autre groupe, le groupe End(Cl3) qui est le groupe
d’invariance naturel de 1'algébre Cl3, de dimension 64 sur le corps des réels.
Et cette inclusion est utile, elle donne la raison de la différence entre quarks
qui voient et leptons qui ne voient pas les interactions fortes. Ceci aussi n’a
pas a étre postulé et est une conséquence inévitable des mathématiques a
I’ceuvre dans cette version-ci du modéle standard.

Aussi notre voie de recherche est nouvelle : la variété d’espace-temps de
la relativité générale est paramétrable grace aux huit dimensions de C13.
L’onde de D’électron est une fonction sur cette variété, a valeur dans le
groupe de Lie Cl%. Ce groupe multiplicatif contient le groupe SU(2) de la
mécanique quantique non relativiste, il est lui aussi de dimension huit : on
a donc deux dimensions supplémentaires par rapport au groupe de Lorentz.
Ce groupe C13 est aussi un anneau et un module, & droite et a gauche, sur
son sous-anneau commutatif A des éléments diagonaux. De plus, le groupe
End(Cl3) est un groupe a 64 dimensions. C’est aussi un anneau qui contient
Cl3 comme sous-anneau, et qui est assez vaste pour contenir les valeurs
des ondes quantiques de toutes les particules et antiparticules de chaque
génération. De plus, la multiplication de End(Cl3) est une généralisation de
la multiplication dans Cl5 = End(C?). C’est cela qui permet d’inclure dans
I’électron de seconde quantification tous les résultats obtenus pour ’électron
de premiére quantification.

Cette nouvelle voie de recherche n’a besoin ni de nouvelles particules,
ni de nouveaux concepts encore inconnus : nous respectons la totalité des
découvertes (et méme des non-découvertes) de la physique des hautes éner-
gies, nous confortons, pour le modéle standard son exploitation des résul-
tats expérimentaux accumulés depuis un siécle de physique quantique. Les
seuls objets possibles qui peuvent s’ajouter sont ceux qui comportent les
ondes droites des neutrinos. Nous étudions donc ces neutrinos complets qui
peuvent aussi étre appelés monopoles magnétiques.



24 INTRODUCTION

La premiére raison expliquant pourquoi nous pouvons ajouter la gravita-
tion aux trois autres sortes d’interactions, est que nous utilisons des termes
non linéaires de masse propre dans chaque équation d’onde. Le modéle de
Weinberg-Salam des interactions électro-faibles ne pouvait pas comporter
ces termes de masse. Et ce défaut s’est propagé a tous les modéles incluant
celui-ci.

Le chapitre 1 étudie ’électron grace a Cls. La plupart de nos nouveautés
y sont présentées : le bon nombre des densités tensorielles, I’équation d’onde
ameéliorée, l'invariance relativiste élargie, les deux tenseurs d’impulsion-
énergie, le lien entre ces tenseurs et le champ électromagnétique. Ce chapitre
est le seul qui semble se restreindre au seul domaine de ’électromagnétisme,
et semble ignorer la seconde quantification. On y utilise donc les notations
de la premiére quantification, restant au plus prés des résultats expérimen-
taux trés précis obtenus il y a un siécle. Le principal changement par rap-
port & la premiére version de ce travail est I'utilisation d’une masse propre
pour chaque partie, gauche et droite, de ’onde électronique. Malgré sa non-
linéarité, notre équation d’onde a deux masses retrouve, et améliore, tous
les résultats obtenus avec I’équation de Dirac, notamment ceux donnant les
états électroniques des atomes. Le domaine de validité de I’équation d’onde
est étendu aux systémes d’électrons, sans nécessiter 'utilisation d’un espace
de configuration. L’inclusion de 'espace-temps dans Cl3 permet de relier le
champ électromagnétique aux tenseurs d’impulsion-énergie de 1’onde élec-
tronique.

Le chapitre 2 explique comment le passage de l'algébre Cl3 a I'algébre
End(Cl3) est équivalent au passage de la premiére a la seconde quantifica-
tion, pour la partie fermionique du modéle standard. Cette algébre étendue
nous donne la possibilité de séparer 'onde compléte en seize parties, huit
parties gauches et huit parties droites, & quatre paramétres chacune. Ce se-
cond chapitre étudie aussi les interactions faibles qui mélangent les ondes de
Iélectron et de son neutrino. L’onde de ce neutrino fait partie de 'onde du
monopole magnétique : c’est d’ailleurs la seule possibilité qui puisse exister
d’étendre 'onde fermionique du modéle standard. Nous expliquons aussi
et de maniére totalement détaillée le principe extrémal et la quantification
de l'action. Et nous présentons une solution de type soliton pour un élec-
tron n’interagissant qu’avec lui-méme, avec un potentiel électromagnétique
intérieur di & sa charge électrique.

Cette étude est continuée au chapitre 3 ot I'on étudie les interactions
faibles et fortes des quarks. Nous généralisons la dérivation invariante de
forme. Cette généralisation simplifie la part des interactions faibles agissant
sur les ondes des quarks. Nous justifions la préférence pour les ondes gauches.
Nous présentons 1’équation d’onde écrite dans une algébre purement réelle,
sans aucun nombre complexe.

Le chapitre 4 introduit la gravitation au cceur de la physique quantique
telle que décrite dans les précédents chapitres. La formulation de la relativité
générale comme égalité entre deux tenseurs sur la variété d’espace-temps est
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étendue & une égalité entre deux connexions sur cette méme variété. Nous
justifions alors dans ce cadre le principe d’exclusion de Pauli et le prin-
cipe d’équivalence a la base de la relativité générale. La structure globale
de la variété d’espace-temps rend alors plus intelligible le paradoxe EPR et
I’expansion cosmologique, avec en prime une accélération de cette expan-
sion commencant en un temps correspondant bien aux derniéres estimations
astronomiques.

Ensuite nous présentons nos conclusions. Ce chapitre 5 comporte de
nombreuses réflexions que nous ne pouvions présenter de maniére précise
dans cette introduction. Nous y expliquons aussi pourquoi nous sommes
passés de une a la théorie du tout. Un résumé des nouveautés précédemment
décrites termine cet exposé.

Les parties les plus techniques ont été placées dans quatre annexes. La
présentation de 'outil mathématique des algébres de Clifford forme les an-
nexes A et B. On y détaille de maniére aussi simple que possible les calculs
utilisés dans les autres chapitres. La principale nouveauté par rapport aux
précédentes versions de ce livre est la résolution exacte de I'équation de
Dirac améliorée, dans le cas de 'électron d’un atome d’hydrogéne, dans
Iannexe C. Cette résolution s’effectue par séparation des variables en co-
ordonnées sphériques. Elle retrouve tous les résultats (nombres quantiques,
niveaux d’énergie, normalisation de l'onde) qui ont fait la renommée de
I’équation de Dirac, et cela, sans utilisation des opérateurs de moment ci-
nétique, sans espace de Hilbert et malgré le caractére non linéaire de notre
équation d’onde. Divers calculs sont placés ensuite dans I'annexe D.

Ce texte ne prétend ni décrire une théorie définitive de toutes les interac-
tions, ni a fortiori une théorie de toute la physique. De nombreux questions
restent & développer, comme 1’émission et 'absorption de I'impulsion-énergie
de l'onde électronique, qui est la lumiére. Louis de Broglie estimait qu’il res-
tait aprés lui du travail pour plusieurs générations de physiciens, dans ce
vaste domaine de la physique quantique qu’il avait juste commencé & défri-
cher, il y a maintenant un siécle.
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Chapitre 1

L’onde de I’électron de spin
1/2

On présente d’abord dans le cadre matriciel usuel ’onde quan-
tique de 1’électron et son équation d’onde. On étudie I’équation
d’onde dans le cadre de ’algébre de Clifford d’espace et dans le
cadre de l’algébre d’espace-temps. On étudie les densités tenso-
rielles de ’onde de I’équation linéaire (équation de Dirac). L’inva-
riance de forme de I’équation d’onde est étendue au groupe multi-
plicatif de I’algébre d’espace. L’invariance relativiste introduit les
parties, gauche et droite, de ’onde. On simplifie la densité lagran-
gienne, et on étudie 1’équation d’onde améliorée qui en résulte.
Un double lien logique existe entre densité lagrangienne et équa-
tion d’onde. L’invariance de jauge électrique n’est pas changée.
Une seconde invariance de jauge apparait, avec un second cou-
rant conservatif. L’invariance de jauge, tout comme l’invariance
de forme, sont compatibles avec les termes de masse. On étudie
la conjugaison de charge pour 1’équation améliorée. On justifie la
normalisation de ’onde. On présente la résolution de ’équation
améliorée dans le cas de ’atome d’hydrogéne. On donne une pos-
sible justification aux trois générations. On introduit les notions
de dimension numérique et d’espace-temps invariant. On étudie
le vecteur d’impulsion-énergie et la dynamique de deux tenseurs
gauche-droite d’impulsion-énergie. Cela donne la force de Lorentz
pour I’électron. On met en évidence un lien direct entre le champ
électromagnétique et le tenseur d’impulsion-énergie de ’onde de
I’électron. On relie le principe d’exclusion de Pauli a la normalisa-
tion de ’onde et la conservation de ’impulsion-énergie. On étudie
la récursivité de I’équation d’onde améliorée et ses conséquences.
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1.1 L’équation d’onde de I’électron

En 1926 deux découvertes majeures furent faites pour ’électron : la dé-
couverte du spin de ’électron, qui signifie que 1’électron est un petit aimant,
méme au repos, et la formulation d’une équation d’onde par Erwin Schro-
dinger. Avec [50] cette équation s’écrit :

ih oy
2wt H(v), (1.1)

o ¢ = ¢(x,y, z,t) est un nombre complexe, pour chaque valeur de z,y, 2, t,
et h est la constante de Planck. L’onde de 1’équation de Schrodinger est
donc une fonction différentiable de R* dans C. Cette équation d’onde est
linéaire. Les fonctions solutions de ’équation d’onde forment un sous-espace
vectoriel de I’espace vectoriel F(R*, C). La plupart des concepts propres a
la mécanique quantique jusqu’ici résultent de 1’étude du hamiltonien H
contenu dans ’équation d’onde. Comme on n’utilisera ici ni cette équation
d’onde, ni les espaces de Hilbert, on remarquera ici simplement le réle trés
particulier du temps dans I’équation d’onde.

L’électron est aussi un aimant, ceci est 'origine de toutes les propriétés
des aimants permanents que l’on utilise tous les jours. Donc il faut rendre
compte de cette aimantation. Aprés un premier essai par Pauli donnant une
équation d’onde permettant d’expliquer ce magnétisme, Dirac s’est servi de
cet essai et I’a prolongé en donnant une autre équation d’onde, seulement
quelques mois plus tard : cette équation a été publiée dés 1928 [64] [65].
Presque un siécle plus tard, on peut présenter cette équation d’onde (en
notations semi-modernes, et avec la convention usuelle de sommation des
indices d’Einstein) comme suitE| :

. . e

0= [0 +igAy) +imly; ¢= 25 h= o3 m = ——. (1.2)

Les quatre A, sont les quatre composantes du vecteur d’espace-temps nommé
potentiel électromagnétique extérieurﬂ créé par les autres charges; e est la
charge de I’électron et my est la masse propreE|. Remarquons tout d’abord la
grande différence existant entre le 1) de 'onde de ’équation de Schrédinger,

1. La plupart des présentations modernes utilisent un systéme d’unités simplifiées en
posant ¢ = 1 et A = 1. On verra en pourquoi nous ne pouvons pas, ici, utiliser la
commodité de la convention i = 1.

2. On verra enque le champ électromagnétique, donc aussi le potentiel, n’est pas
extérieur, il dépend de ’onde quantique.

3. L’équation d’onde de I’électron comporte toujours un terme de masse et un terme
de charge. Cette équation est trop souvent présentée sans son terme de charge, comme si
I'interaction électrique pouvait étre coupée et remise a volonté. Méme lorsque 'interaction
avec les autres charges est négligeable, I’action sur ’'onde du champ électro-faible associé a
I'onde elle-méme ne peut ni étre supprimée, ni étre négligée, on le verra pour les électrons
des atomes.
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et le ¢ de I’équation de Dirac qui s’écrit :

o= (©)re= () a= (), 1

parce que maintenant les £; = §;(z,y, z,t) et les n; = n,(x,y, z,t) jouent
le méme role de fonction du temps et des coordonnées d’espace, a valeur
dans le corps des complexes. L’onde de Dirac est donc une fonctionﬁ diffe-
rentiable de R* dans C*. Cette équation d’onde est linéaire. Les solutions
sont donc éléments d’un espace vectoriel, sous-espace de ’espace fonction-
nel F(R*, C*). L’écriture de I'équation de Dirac comporte le choix de quatre
matrices y* convenables. Notre choix, unique et définitif, est :E|

._01. ._O_i. ._10.j._0_0j
[ e 1 0 ; 02 1= i 0 y 03 1= 0 -1 Y= o 0 )

0l =67 =5 = —0j; v =—v, j=1,2,3, (1.4)

_ 0. (0 L) _o_~0_~ ._ (10
Yo =7 = <12 0 ’ I 0p =0 =0 =00:= 0o 1)’

Les matrices o, et leurs produits engendrent une algeébre de dimension 8
sur R, qui est de dimension 4 sur C, I’algébre de Pauli ou algébre M5 (C) des
matrices complexes 2 x 2. Le choix des matrices de Pauli est déterminé de
maniére intrinséque par la base (V1, Va, V3, Vy) de M3(C), ou les projecteurs
V,, sont définis par :

1 0 1 . 0 1
pr =V = (00+03)=(0 O);Vg::2(o1+wg)=<0 ), (1.5)

. 0 0 1 0 0
(01102)_<1 0>;P1—V41_2(0003)_<0 1)~

Avec les matrices de cette base canonique, £ est la partie droite de 'onde
et 1 est la partie gauche de 'onde. En effet, dans ’algébre des matrices de
Dirac c’est la matrice 5 qui permet la définition des projecteurs sur I'onde
droite et I’onde gauche :

) I, 0 1+ 1— 0
Y5 1= 171727370 = <02 _12); 2%1?: <g>; 2%¢= (n) (1.6)

Le choix des matrices de Dirac n’est pas un choix obligé. On obtient une
équation d’onde équivalente si :

Vg =

N = DN =

Y= My MY Y = My, (1.7)

4. On peut aussi considérer 'onde de Dirac comme un ensemble de quatre fonctions
de R* dans C. Donc, méme si le terme usuel pour onde de la mécanique quantique est
"fonction d’onde", on utilise ici quatre fonctions, et non plus une seule et le terme le plus
approprié est le plus simple : onde, dans le cas de la théorie de Dirac.

5. Le sens de la notation & est expliqué en
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ou M est une matrice inversible 4 x 4 fixe quelconque. Ceci nous permet
toujours de revenir au choix fait ici. On remarque en outre que changer de
matrices ne se fait pas sans changement concordant de l’onde elle-méme. Le
choix fait ici est pertinent non seulement pour les électrons & grande vitesse,
mais aussi, contrairement a ce que ’on croyait en 1928, pour la résolution
de I’équation d’onde dans le cas de 'atome d’hydrogéne [I3] [37]. Le choix
initial des matrices, que nous notons v'#, était destiné a retrouver I’équation
de Pauli pour les électrons lents. [12] 11 utilisait :

_ 1
M=M"= ﬁ(’m-&-%); Yo = MyoM = vs; v; = My;M = —v;, (1.8)

pour j = 1,2,3E| On a alors :
Py §1+m

5 L [&+n g Vs
/ = M = w2 = — 2 2 ) = ( 1 ;W= 3 . ]..9
v v s V2 l&—m X Py vy (1.9)

(A S — 12
Ce choix des matrices mélange donc les parties droite et gauche de 'onde.
Ce mélange est désastreux pour tout ce qui se rapporte au spin, au champ
magnétique et aux interactions faibles. C’est la raison pour laquelle nous

n’utiliserons jamais les 4'#. Revenons donc au choix (1.4) des matrices,
léquation de Dirac (1.2]) s’y écrit :

_ im o"(Ou +igAu)\ (€Y. 5 _ 9 . o_
0= (3“(8M+iqz4u) im ) O = i =ct. (1.10)
C’est équivalent au systéme :

0= 0"(0u + igAu)n +imé,

0 =0"(0, +iqgAu)E +imn. (1.11)

Le terme de masse de I’équation d’onde de la partie droite & contient la partie
gauche 7, le terme de masse de I’équation de la partie gauche 1 contient la
partie droite £. C’est ce croisement des termes £ et 1 qui empéche de traiter
séparément les ondes droites et les ondes gauche. Pour obtenir I’équation de
Pauli, il faut rompre la symétrie entre temps et espace dans I’espace-temps
avec :

0= don + dn + iq(Ag — Ay +im&; 8 = 0101 + 0205 + 0305,
0= 0o — ¢ +iq(Ag + AV +imm; A= Aloy + A%05 + Aoy, (1.12)
Multipliant par 7 on obtient la forme dite hamiltonienne
—~idon = idn — q(Ao — K)y — m,
—iBo& = —idE — q(Ag + A)E — ma. (1.13)

6. La matrice 5 ne faisant pas partie de la sous-algébre Cly 3 de Cla 3 = My4(C), la
matrice 7’9 n’appartient pas a Cly,3.
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Ajoutant et soustrayant les deux équations on obtient :
0 = (8 + iqAo + im)x + (8 — igA)w, (1.14)

— -,

0= (0 +iqAo — im)w — (0 — iqgA)x. (1.15)

L’approximation non relativiste usuelle (sur laquelle de Broglie n’était pas
du tout d’accord [60]) remplace (|1.15) par une équation d’onde différente,
non équivalente a I’équation de Dirac, que ’on obtient en supprimant pure-

ment et simplement une dérivation par rapport au temps :
i = S
= —(0—iqA)x, 1.16
5 (0 —igA)x (1.16)

puis en substituant w dans (|1.14)). On obtient alors ’équation de Pauli :
. . 1 = =
(0o +igAg +im)x = %(8 —igA)?x. (1.17)

Cette substitution par w est destinée a retrouver ’équation de Schrodinger
ot 'on a ihcOpyy = Ev, et par Iapproximation non relativiste E ~ mqc?.
Ensuite on peut placer I’équation de Pauli sous la forme hamiltonienne de
I’équation de Schrédingerm :

2

Gl A2
Sig (0 zhCA) X- (1.18)

Maintenant, avec la régle usuelle de sommation sur les indices hauts et
bas, on pose :

V = 0"0y; V= oh0,; A:=olAy; A= otA,,

0 A 0 V
YA, = (A\ 0); 0:=~"0, = (@ 0). (1.19)

7. Le hamiltonien de ’équation de Schrodinger, issu du hamiltonien de la mécanique
classique, est alors remplacé par un opérateur hamiltonien agissant sur ’onde. Obte-
nir un hamiltonien directement issu du lagrangien relativiste est le but des travaux de
I. Kanatchikov [83], c’est un pré-requis pour une unification des différents formalismes
hamiltoniens des diverses parties de la théorie physique.

8. La théorie quantique des champs se sert d’une exponentielle de I’hamiltonien sans
tenir compte de la non-commutativité de la multiplication des matrices o. Tant que la
direction d’espace est la direction 3, les résultats des calculs sont exacts, parce que la
matrice o3 est diagonale, et parce que la multiplication des matrices diagonales est com-
mutative. Mais il suffit d’avoir & prendre en compte une autre direction que la direction
3 pour avoir des problémes avec la mécanique relativiste. C’est pourquoi nous utilisons
ici uniquement 1’équation de Dirac et son formalisme lagrangien, jamais la mauvaise ap-
proximation par I’équation de Pauli ni la forme hamiltonienne de la premiére équation
de Dirac. Cette équation hamiltonienne, utilisant la matrice 8 = 4’0 = ~5, qui n’appar-
tient pas a l’algébre de Clifford Cl1,3 engendrée par les v*, mais a ’algébre de Clifford
Cla,3 = M4(C) engendrée par les quatre v*, plus 75, change en fait le temps relatif de
I’équation relativiste en un temps bidimensionnel qui n’est plus le temps relatif unidi-
mensionnel. La formulation hamiltonienne de 1’équation rompt également le lien entre la
chiralité de ’espace et la chiralité de ’espace-temps. Elle ne peut pas étre complétement
relativiste.

ihcdox = Hy; Hy = (eAg + moc?)x +
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Ces calculs sont en fait des calculs d’algebre de Clifford, plus précisément
de deux algébres : l'algébre de Pauli, aussi appelée Cls, comme algébre
de Clifford de R3, et l'algeébre dite d’espace-temps Cly 3, qui est 'algébre
utilisée par Hestenes, Boudet et Casanova [9]. Une présentation détaillée des
algebres de Clifford est disponible en [22] [29] B7] ainsi que dans ’annexe A.
On y détaille, ainsi qu’en annexe B, les propriétés de Cl; 3 qui est isomorphe
a une sous-algébre sur le corps des réels de 'algébre complexe My (C). De
plus, Clj 3 est un module, & droite et & gauche, sur 'anneau Cl3. Avec
I’équation de Dirac, cela se traduit par le fait que les calculs sur les matrices
4 x 4 peuvent toujours se faire par blocs de matrices 2 x 2. Le systéme ,
équivalent & I’équation de Dirac, s’exprime sous la forme :

(fl) - % (@ +Oz'q2 v +0iQA> (g) : (1.20)

Cette équation peut donc étre écrite sous la forme fonctionnelle récursive
i

U= @) () = 0, + g0 = @O +igAVs.  (121)

Cette forme récursive est trés utile dans ’étude de 1’équation du second
ordre que nous regardons maintenant.

1.1.1 Equations du second ordre

En itérant la fonctionnelle f on obtient ¢ = f[f ()] c’est-a-dire :

U= (0 +iqA)[- (0 +igA)lv,
= L0+ igd(AY) +igADY — A%, (122)
O: =080 = 090y — 0101 — 0202 — 0305.
ott O est le dalembertien. Multipliant par m? c’est équivalent & :
0= (O+m?— ¢>A%) + iq[0(Av)) + AdY)]. (1.23)
Etona:

B(AY) = (DAY + 2410,1) — AdY; (1.24)

o5 D)o (2 DG (T &) e

Alors le champ électromagnétique (F en algébre d’espace-temps, F' = E+iH
en algébre d’espace, ot E est le champ électrique et H le champ magné-
tique), nous donne au second ordre :

0= (0+m? — ¢*A%)¢Y +ig[(BA) + 240, — A + Ad]y,
0= (0+m? — ?A%)Y +iq[F + 24"0,,]¢. (1.26)
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On remarque que le champ électromagnétique classique F est rejoint par
un champ d’opérateurs 24#0,,. Cela fait partie du passage de la premiére
quantification, ot A* est un champ de vecteurs d’espace-temps, & la théorie
quantique des champs, ot le champ électromagnétique devient un champ
d’opérateurs. On voit aussi deux choses qui paraissent étranges dans cette
équation d’onde : d’abord le champ d’opérateurs différentiels est un champ
scalaire, agissant sur £ et 1 de la méme maniére, tandis que le champ clas-
sique F est un champ purement bivectoriel, ce qui est bien établi sur le plan
expérimental : c’est lié & la compléte absence de composante longitudinale
pour la lumiére. Deuxiémement les carrés m? — g?A? sont de signes oppo-
sés, tandis que 'impulsion-énergie de I’électron est somme d’une impulsion-
énergie mécanique mv et d’une impulsion-énergie électromagnétique qAEl,
et non pas une différence entre ces deux vecteurs d’impulsion-énergie. On va
donc remplacer par une autre équation, similaire & la régle de Leibniz
régissant la dérivation d’un produit :

B(AY) = F(i) + ADU: F(v) = B(AV) — ADY, (1.27)
Fv) = (f N f(%) F(6) = V(A - ATe).  (129)

L’équation d’onde du second-ordre s’écrit alors :

= (O +m® — ¢*A)¢ +ig[F(¢) + 2A9)]
(

(
= (O+m? — *A?)Y +iq[F(¥) — 2A(igA + im)]a (1.29)
= [0+ (m+ qA)?|Y + igF ().
0= [0+ (m+ qA)*¢ + iqF(¢). (1.30)

Ceci donne a la fois le signe attendu pour le terme d’impulsion-énergie, et
un champ électromagnétique qui est un champ d’opérateurs agissant sur et
dépendant de l'onde quantique ¢ de 1’électron. Cette équation du second
ordre est donc non linéaire, et n’est pas une équation linéaire de Klein-
Gordon.

1.1.2 L’invariance de forme de 1’équation de Dirac

Attention! On va devoir expliquer et corriger une imprécision datant du
tout début de la physique quantique, imprécision reprise depuis dans tous
les exposés sur la physique de ’électron. Attention encore! L’invariance de
forme est trés différente de tout ce qu’a expliqué la physique relativiste avant
la mécanique quantique. D’abord ’espace-temps est considéré, en pratique,
comme un sous-ensemble de lalgébre Cl3 (algeébre des matrices de Pauli),

9. Cette forme de I'impulsion-énergie de 1’électron comme une somme est trés claire
dans les travaux d’Hestenes (formule 6.22¢ de [79]).
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parce que, avec des indices grecs 0, 1, 2, 3 et avec :

0
xVi=ct; X:=xlo) +x%00+x%03 ; Oy = e
X

la physique quantique, dés 1927|E|a écrit, dans le cadre de I’équation d’onde

de Pauli : 5 L
>z< x * _§X>. (1.32)

x! 4 ix2 —X

(1.31)

Ceci place ’espace physique, en totalité, dans ’algébre Cls. Et c’est inévi-
table, parce que le groupe SU(2) remplace le groupe des rotations SO(3)
pour I’équation d’onde de Pauli, et SU(2) est un sous-groupe du groupe
de Lie C13, groupe multiplicatif de Cl3. Ensuite cette inclusion de I'espace
physique a été le point de départ pour étendre cette inclusion, en ajoutant
o9 = I aux o;. Ceci se relie aux représentations du groupe de Lorentz.
[100][106] En effet, aprés I'exposé de Rose [105], reprenant en termes plus
modernes celui de de Broglie [56] les exposés concernant cette invariance
présentent tous les transformations de Lorentz des x* a partir des trans-
formations infinitésimales. Ceci revient exactement, du point de vue ma-
thématique, a calculer avec l'algébre de Lie du groupe. Et, en vertu d’un
théoréme général sur les groupes SO(n), on suppose, sans démonstration,
que ce théoréme vaut aussi pour SO(1,3), donc que cette algébre de Lie
est la méme que celle formée par les bivecteurs des algebres Cl; 3 ou Cl3 1,
algébre de Lie identique a celle engendrée par les vecteurs et bivecteurs de
Cls, et qui est aussi celle du groupe SL(2,C). L’étrangeté de la situation
est alors cachée par le fait qu’il n’existe pas une fonction exponentielle, mais
deux : 'application exponentielle applique un voisinage du zéro de 1’algébre,
c’est-a-dire la matrice nulle, zéro de lalgébre Ms(C), sur un voisinage de
l'unité du groupe. Et comme il y a deux groupes différents, le groupe des
matrices complexes 2 X 2 dont le module du déterminant vaut 1 et dont
l'unité est la matrice unité I, et le groupe des transformations de Lorentz,
dont I'unité est 'application identique id, cela n’a aucun sens d’écrire a la
fois exp(0) = I, et exp(0) = id, qui impliquerait Iy = id. Il faut donc distin-
guer deux fonctions exponentielles : exp; applique les éléments proches de 0
d’un sous-espace vectoriel de Ms(C) dans un sous-groupe du groupe linéaire
GL(2,C), tandis que exp, applique ces mémes éléments dans le groupe de
Lorentz, ot chaque élément peut étre associé a une matrice réelle 4 x 4. On
a:
x0+x3 xt— ix2)

0_ 43 (1.33)

— M 02
X=X00p =X+ X = <X1+ix2 x” —x
Et donc l'espace-temps est identifié a la part auto-adjointe de ’algébre Cls,
qui est le sous-ensemble de cette algébre formé par les éléments M vérifiant

M = M (cette identification est le point de départ du chapitre 4).

10. Tout ce qu’on a besoin de savoir au sujet de Cl3 est détaillé dans l’annexe A, & un
niveau mathématique aussi basique que possible. Aussi un lecteur au courant du sujet
peut sauter cette annexe A. Néanmoins un rappel peut lui étre utile.
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La structure algébrique de Cl3 est plus riche que celle du corps des
nombres complexes, avec trois conjugaisons : P : M — M est ’automor-
phisme principal de cette algébre. Ce P, appelé parité en mécanique quan-
tique, nous permet de séparer partie paire et impaire, et vérifie AB = AB.
Ensuite I'anti-isomorphisme M +— M = M  est la réversion, qui vérifie
AB = BA. Ces deux conjugaisons en engendrent une troisiéme, le produit
des deux autres : M — M = M = tr(M) — M, ou tr désigne la trace, est
un anti-isomorphisme parce que AB = B A (plus de détails en A.3.3). Et
'on obtient[™] :

X=

=x°—% (1.34)

[[x[]* = det(x) =xx =x-x = (x")? = (§)” = (")* = (x')* = (x*)* = (x)*.

Le carré ||x||? de la pseudo-norme de tout vecteur d’espace-temps x est donc
simplement le déterminant de ce vecteur. Par conséquent le produit scalaire
de deux vecteurs d’espace-temps x et y vérifie :

1 =N 1 N
Xy =S (5 +y%) = SRy +5%) = xUy0 —xlyt —xy? —ByE (1.35)

La transformation P : x +— X est donc incluse dans la structure géométrique
de I’espace-temps (voir le chapitre 4). Soit M = exp; (U) ou U est un élément
fixe quelconque de Cl3 (c’est-a-dire une matrice fixe quelconque de I'algébre
de Pauli), et soit R la transformation de 1’espace-temps dans lui-méme qui,
a tout x = x”0,, fait correspondre x’ = x""o,, tel que|E|

x' = R(x) = MxM" = exp, (U)xexp, (U)"; M = (a b)

c d
R =-exp,(U); x"0, =R!x"0,, (1.36)
aa+bb+cé+dd —abtcd—ab+ed i(abtcd—ab+éd) aa—bbtcé—dd
RI — aé—bd+ca—db  ad—bct+ad—bé i(—ad+bctad—bé) ac+bd+ca+db

i(aé+bd—ca—db) i(ad+bc—ad—be) ad+betad+be  i(ac—bd—ca+db)
aa+bb—cé—dd —ab—cd—ab—cd i(ab+cd—ab—ed) aa—bb—cit+dd

La matrice M est une matrice 2 x 2 a valeurs complexes. La matrice RY est
une matrice 4 x 4 & valeurs réelles. Il est évident qu’elles sont distinctes et
donc confondre M et R est un non sens. Regardons maintenant les déter-
minants de ces matrices. On note :

det(M) =re? | r:=|det(M)|; M :=r"Y2M. (1.37)

11. R est inclus dans chaque algébre de Clifford réelle, par convention. Dans le cas
de Cl3 cela revient a identifier les nombres a aux matrices scalaires al. Cela simplifie
de nombreux calculs. Cette identification est souvent utilisée en mathématiques; par
exemple le corps R des réels est inclus dans le corps C des nombres complexes.

12. Une seule autre possibilité existe : ¥/ = R(x) = MxMT/\/r. Avec N := {rM on
a X’ = R(x) = NxNT ce qui nous raméne & la transformation sous sa forme plus simple
utilisée ici.
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Donc r est le module et @ est un argument du déterminant de M ( r n’est pas
le déterminant de M, seulement le module du déterminant). On obtient :
(X/O)2 - (X/1)2 — ()('2)2 - (x/g)2 = det(x') = det(MxMT)
= re det(x)re ™ = r?[(x%)? — (x1)? — (x*)% — (x*)%]. (1.38)
Par conséquent R multiplie toute distance d’espace-temps par r, on I’appelle
donc "similitude de rapport r". On appelle M le dilatateur de la similitude
R. Méme si, depuis 1928, la plupart des physiciens ont confondu similitude

et dilatateur, on utilisera ici deux termes différents, car une similitude
n’est pas un dilatateur. Considérons R, transformation telle que :

X' = R(x) = MxM". (1.39)
On a alors :
X =2 Mxr' 2 M = rMxM! = rR(x); R =rR. (1.40)

Et donc R est le produit, dans n’importe quel ordre, de R et d’une homo-
thétie de rapport r. Et puisqu’on a défini M de telle sorte que :

|det(M)| = 1, (1.41)

on a défini M pour qu’il appartienne au sous-groupe G de GL(2,C) des
éléments dont le module du déterminant vaut 1. On a alors au lieu de
(1.38)) :

(XIO)Q o (KII)Q o (KQ)Q o (513)2 _ det(g') _ det(MxMT)

— [ det(M)2det(x) = ()2 = (x1)? = (2)° = ()% (1.42)

Et donc R est une transformation de Lorentz. Avec la convention usuelle de
sommation sur les indices haut et bas, on pose :

x't = RixY; x'M = REXY, (1.43)

o (RM) est la matrice réelle 4 x 4 de la similitude R et (RY) est la matrice
réelle 4 x 4 de la transformation de Lorentz R. De plus on obtient, (voir

A.4.2)) pour tout dilatateur M = (Z b) #0:

d

2RY = |a|® + [b]* + |c|* + |d|* > 0, (1.44)

et alors x'° a le méme signe que x° & lorigine : la similitude R, et donc aussi
R, conservent la fleche du temps. De plus, pour tout dilatateur M de CI3,
on obtient (calculs détaillés en [A.4.5) I’égalité non triviale :

det(R!) = r*. (1.45)
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Et alors, si 7 n’est pas nul, 7* > 0 : det(R) > 0. Donc R conserve l’orienta-
tion de l'espace-temps, et puisque la transformation conserve, avec (|1.44),
lorientation du temps, R conserve aussi l'orientation de l’espace. De plus
on a :

det(R") = 1. (1.46)

Ceci termine la démonstration du fait que R est une transformation du
groupe de Lorentz (c’est le groupe des transformations conservant la mé-
trique d’espace-temps). Mais ce groupe n’est pas le groupe d’invariance de
l'onde de spin 1/2. Seul le groupe de Lorentz restreint s’obtient a partir de
. Considérons & nouveau la fonction f qui associe au dilatateur M la
similitude R = f(M). Et soit M’ un autre dilatateur, avec :

det(M') =1 | R =f(M') ; x" =MxM". (1.47)
On a alors :

X' = MM = M (MxMYM'T = (M M)x(M' M)
R'oR=f(M')o f(M)= f(M'M), (1.48)

et si 'on se restreint a r # 0, f devient un homomorphisme,E du groupe
de Lie (C1%, x) dans le groupe de Lie (D*,0), ou D* désigne I’ensemble de
toutes les similitudes de rapport non nul. Ces deux groupes sont des groupes
de Lie : (Cl%, x) est le groupe (GL(Q7 C), o), ol o désigne la composition des
applications, de dimension 8. Or (D*, o) est aussi un groupe de Lie, mais de
dimension seulement 7, car le noyau de I’homomorphisme f n’est pas réduit
a ’élément neutre. Soit en effet # un nombre réel quelconque et soit M le
dilatateur tel que :

i0/2 e 0 i
M=e"%"= 0 i0/2); det(M) = e, (1.49)
on obtient alors :
x'= MxMT = ¢/2xe=10/2 = . (1.50)

f(M) est donc élément neutre pour la loi o et M appartient donc au noyau
de f. Par conséquent le noyau est un groupe & un paramétre et il ne reste
que 7 paramétres pour le groupe D*. Six d’entre eux définissent une trans-
formation de Lorentz propre et le septiéme est le rapport de similitude r.
Par exemple, si le dilatateur M vérifie :

U=a+boy; M =exp,(U) = et = e%[cosh(b) + sinh(b)oy], (1.51)

13. La plupart des physiciens utilisent en mécanique quantique le terme de représenta-
tion, au lieu d’homomorphisme.
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alors la similitude R définie en vérifie :
x' = MxMT = e¥tbo (XO +xtoy + xP0y + X30'3)€a+b01
= 2?1 (x0 + x10y) + x20y + X3 03). (1.52)
On obtient donc :

X +xoy = e [ cosh(2b) + sinh(2b)o | (x° + x'0y),
X0 =2 [ cosh(2b)x” + sinh(2b)x']; X7 = 22, (1.53)
X! =2 [sinh(2b)x° + cosh(2b)x']; X° = e20x3.

On peut voir que la similitude R = exp,(U) est le produit, dans n’importe
quel ordre, de la transformation de Lorentz propre qui combine la compo-
sante de temps x° avec la composante spatiale x', et de ’homothétie de
rapport r = e2?. Autre exemple, si :

U =a+bioy; M = exp,(U) = e*T91 = ¢%[cos(b) + sin(b)ioy], (1.54)
alors la similitude R = exp,(U) définie en vérifie :
x' =MxM' = ertbion (XO +xtoy + X320y + )(303)6“4’"’1
=e?x0 + xlo) + €291 (x%0y 4+ x303)]. (1.55)
On a donc :

X0y +x%05 = e®*[ cos(2b) + sin(2b)ioy | (x*02 + x*03),
X = e®*[ cos(2b)x> + sin(2b)x?]; X = e2x0, (1.56)
X% = e[ — sin(2b)x* 4 cos(2b)x*]; X! =eox!.

Et donc R est le produit d’'une rotation d’axe Ox' et d’angle 2b, par une ho-
mothétie de rapport r = e2¢. Prendre en considération la distinction entre le
dilatateur M et la similitude R est absolument nécessaire. Malheureusement
cette distinction n’a jamais été faite avant ce travail, la théorie de Dirac a
confondu M et R au point de donner le méme nom & deux choses aussi
différentes! Ici on évitera toujours d’appeler M transformation de Lorentz
puisque c’est une chose complétement différente, méme si chaque dilatateur
M = exp,(U) permet de définir la similitude R = exp,(U). Le groupe de Lie
des dilatateurs, C15 = GL(2,C), et le groupe de Lie des similitudes D* sont
trés différents. Ils n’ont pas la méme topologie, ils n’ont méme pas la méme
dimension. Donc ils ne doivent pas étre confondus, méme au voisinage de
I’élément neutre U = 0.

Les calculs précédents sont simples, parce que nous sommes partis des
dilatateurs M pour obtenir les similitudes R. Le calcul en sens inverse est
impossible, il n’a aucun sens, parce que la similitude R est 'image de M
par ’homomorphisme f, et cet homomorphisme n’est pas inversible. Aucun
isomorphisme ne peut permettre d’identifier le groupe & 8 dimensions des
dilatateurs avec le groupe & 7 dimensions des similitudes.
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Groupe de Lorentz restreint

Ajoutons maintenant la condition |det(M)| = 1, qui identifie M et M.
L’ensemble des dilatateurs M est G, et ((1.38) se réduit a :

)2 - (1) - (X2 - () = (x0)2 - (x1)? - (x%)2 — (*)2. (1.57)

La similitude R est alors une transformation de Lorentz et I’ensemble des
R est appelé le groupe de Lorentz restreint, usuellement noté £1~ L’orien-
tation du temps et I'orientation de ’espace sont conservées, séparément. Le
déterminant vérifie :

1=1e" ; #eR. (1.58)

L’algébre de Lie de G et celle de El ne peuvent pas étre confondues. La
premiére est une algébre de dimension 7 sur le corps des réels, la seconde
est une algébre de dimension 6 sur le corps des réels. Ce qui s’est passé est
non seulement qu’on a confondu dilatation et similitude, mais qu’en plus on
a confondu les deux conditions non équivalentes det(M) = 1, qui définit le
groupe SL(2,C), et | det(M)| = 1, qui définit le groupe G. L’origine de cette
erreur est facile & comprendre, car on avait auparavant, avec la théorie de
Pauli, identifié les groupes SO(3) et SU(2), qui ont la méme algébre de Lie,
a savoir 'algébre su(2) des matrices hermitiques et de trace nulle. Comme
det[exp(M)] = exp[tr(M)], les exp(M), M € su(2), ont un déterminant
égal a 1.

La fonction exponentielle est générale en théorie des groupes de Lie :
c’est une fonction d’un voisinage du zéro de ’algébre dans un voisinage de
l'unité du groupe. Dans le cas simple des groupes GL(n,C) qui ont pour
algébre de Lie l'algébre M, (C) des matrices complexes n x n, la fonction
exponentielle a la forme bien connue :

oo

exp(M) = eM = Z

n=0

M?’L

n!

(1.59)

La mécanique quantique non relativiste utilise deux propriétés simples de
SU(2) : d’une part, tout élément M de SU(2) est de la forme :

M = exp(ia’oj), j =1,2,3, a’ €R. (1.60)

D’autre part, pour toute rotation R, il existe un M, défini au signe prés,
tel que R = f(M), ot f est 'homomorphisme associant a tout dilatateur la
similitude associée. Considérons maintenant M = —1 + o1 + {02, qui est un
élément de SL(2,C) puisque det(M) = 1. Or M vérifie :

(01 +i02)* = 0; exp(oy +iog) =1+ (01 +i02) +0,
M = —[1— (01 +i02)]; M = —exp[—(01 + i02)], (1.61)

M = exp(im — 01 — i03).
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Donc la fonction exponentielle, pour le groupe SL(2,C), a des proprié-
tés différentes de celles de SU(2). La méconnaissance de cette différence
a entrainé des énoncés faux : le plus fréquent affirme que tout élément de
SL(2,C) est de la forme e® avec tr(B) = 0 [I]. Un contre-exemple est le
M = —1+4 01 +ioy qu'on vient d’étudier, pour lequel tr(B) = 2ikn, k € Z.
La restriction f de f & G est un homomorphisme de G sur El, avec le méme
noyau que celui de f.

Quant a lui, le groupe SL(2,C), sous-groupe de G, contient lui-méme
comme sous-groupe le groupe SU(2) des matrices complexes 2 X 2 unitaires
de determinant 1. La restriction de f & ce sous-groupe est un homomor-
phisme de SU(2) sur le groupe SO(3) des rotations de I’espace. Le noyau
de cet homomorphisme surjectif se réduit au groupe {£1}. Ceci est a la base
de tous les calculs utilisant le spin d’un systéme d’électrons. Bien entendu
tous ces calculs, comme les symboles 65 et 97, sont exacts puisqu’ils uti-
lisent de maniére appropriée les théorémes sur les groupes de Lie, et parce
qu’ils se servent non pas des compositions de rotations, mais en fait des
multiplications de matrices unitaires.

1.2 Invariance étendue

Le premier changement important que nous proposons remplace la condi-
tion | det(M)| = 1 par la condition det(M) # 0 (cette condition ne sert qu’a
obtenir la structure de groupe multiplicatif). C’est substituer au groupe G,
de dimension 7, le groupe de Lie GL(2,C) = CI3, de dimension 8. Cl3 est
aussi le groupe multiplicatif de l'algébre Cls, et Cl3 en est de plus 'al-
geébre de Lie. Les raisons de cette extension du groupe d’invariance sont les
suivantes :

1- Ceci est possible, et trés surprenant, parce que les propriétés ,
(1.44)), , sont générales et ne supposent ni | det(M)| = 1, ni det(M) =1
[17, 19, 20]. Ces conditions restrictives ne semblent nécessaires nulle part
pour l'onde de I’électron. Pour le voir il suffit de ne jamais utiliser les trans-
formations infinitésimales, au contraire de la plupart des cours, et de calculer
directement dans les groupes de Lie.

2- La valeur du déterminant n’a pas d’origine géométrique, alors que
la gravitation est liée & cette géométrie de I'espace-temps. Or CI5 est bien
évidemment un groupe géométrique puisque c’est le groupe multiplica-
tif de l'algébre incluant : d’une part les vecteurs de ’espace physique, &
trois dimensions, avec une multiplication assemblant le produit scalaire et
le produit vectoriel des vecteurs, plus le produit mixte pour trois vecteurs;
et d’autre part les quadri-vecteurs d’espace-temps, qui forment la partie
auto-adjointe de l’algébre.

3- Le physicien russe V. Fock [74] avait reconstruit la relativité géné-
rale en partant des propriétés de ’électromagnétisme et de la gravité. Son
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point de départ était celui d’Einstein, l'invariance de la vitesse de la lumiére
par rapport a tout repére, méme en mouvement de translation. Puisque la
lumiére est une onde électromagnétique, Fock considérait un front d’onde
électromagnétique. Il avait alors prouvé que la transformation liant les co-
ordonnées d'un événement était nécessairement linéaire, et il avait ensuite
prouvé que la transformation R était nécessairement une similitude, produit
d’une transformation de Lorentz et d’une homothétie. Mais il travaillait &
partir de I’électromagnétisme, donc seulement & partir de la similitude R,
et n’avait aucune chance de pouvoir introduire le dilatateur M qui arrive
seulement de I'onde quantique. Certes Fock était aussi un des maitres de
la mécanique quantique, mais il n’avait pas plus que les autres compris
la différence entre similitude R et dilatateur M. Comme il voulait obtenir
seulement la transformation de Lorentz il prétendit que le rapport d’ho-
mothétie devait valoir 1. On savait pourtant déja a I’époque que le groupe
d’invariance de 1’électromagnétisme, loin des sources du champ, était bien
plus vaste que le groupe de Lorentz et incluait les similitudes. Ensuite 1’er-
reur de Fock a diffusé dans tous les travaux de physique russes, notamment
grace au succeés des livres de Landau, et cette erreur a concerné finalement la
totalité de la théorie quantique des champs. Rappelons en outre que, méme
si ’homothétie se réduisait a ’identité, le groupe des dilatateurs ne se ré-
duirait pas & SL(2,C), mais au sous-groupe G de GL(2,C) formé par les M
tels que |det(M)| = 1, groupe de dimension sept, qui ne peut donc étre ni
confondu, ni isomorphe, avec le groupe de Lorentz restreint, de dimension
Six.

4- Cette extension de l'invariance relativiste nous permettra ensuite
de comprendre la géométrie des quatre sortes d’interaction en physique
(électromagnétisme, interactions faibles, interactions fortes, gravitation), la
quantification du moment cinétique et des charges, et la nature du champ
électromagnétique. La force de cette approche vient de linclusion de la
transformation de parité dans la géométrie de ’espace-temps, résultant de
||x]|> = xP(x). Elle vient aussi de ce qu’on n’étend plus, de maniére inconsi-
dérée, les propriétés des normes euclidiennes aux pseudo-normes des espaces
pseudo-euclidiens. Enfin et surtout, cette extension du groupe d’invariance
nous permettra de comprendre que 'onde quantique de 1’électron est une
fonction de l'espace-temps & valeur dans ce groupe des dilatateurs.

Retournons maintenant a 1’équation de Dirac et regardons comment
londe de spin 1/2 se comporte sans la condition |det(M)| = 1. D’abord
l'onde droite £ et 'onde gauche 7 ne se transforment pas de la méme ma-
niére :

¢ =¢K)=Mt=MEx); 0 =7'(x) = ]/\/.777 = M\n(x). (1.62)

C’est en fait l'origine de l'existence d’ondes droites et d’ondes gauches :
elles ne se transforment pas de la méme maniére dans les transformations
de Lorentz. La différence vient des transformations de Lorentz qui ne sont
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pas des rotations, parce que nous avons, par exemple :
§/ — ea+b01§; 77/ — eafbo'ln. (163)

Avec les transformations comme , qui sont des rotations, on a M=M ,
et donc 'onde droite et I’'onde gauche se transforment de la méme maniére.
En conséquence la théorie des interactions faibles ne peut qu’utiliser ’équa-
tion de Dirac sous sa forme relativiste chirale, seule capable de distinguer
ondes droites et gauches (au contraire de 'équation de Pauli). Tout ceci
est bien connu du modéle standard. Pour voir comment le systéme
se transforme, on a besoin de la relation non triviale suivante (détails en
A.4.4) :

V=MV'M; V' :=0"3); 9, = aa,u (1.64)
On doit donc distinguer (et ¢’est une nouveauté, une contrainte supplémen-
taire) les vecteurs d’espace-temps se transformant comme x qu’on appellera
vecteurs contravariants, des vecteurs se transformant comme V, qu’on ap-
pellera covariants. Les deux dimensions supplémentaires du groupe d’inva-
riance induisent donc de nouvelles contraintes qui s’ajoutent aux contraintes
déja fortes de 'invariance relativiste : en calcul tensoriel on n’a plus main-
tenant la possibilité de déplacer un indice tensoriel du haut vers le bas et
inversement. On ne peut plus, par exemple, remplacer un vecteur contra-
variant n par le vecteur covarlant V comme le faisait Lasenby [88]. Autre
contrainte consécutive & .V aglt sur qb, pas sur (b I’équation d’onde
contient V¢7 jamais V¢, a cause du M de V = MV'M qui n’agit que sur qS
Les contraintes précédentes de l'invariance relativiste demeurent : pour les
transformations de Lorentz propres, tout comme pour les rotations, quand
on a un angle /2 pour la transformation de £ ou de 7, on obtient un angle
double € pour la transformation de x et V. Ceci aussi était bien connu en
physique quantique. Le systéme devient, si gA se transforme comme
V (ce qui est indispensable pour l'invariance de jauge) :

¢ = M¢ = M%(MV’]\/I +ig MA M)y = MM%(V’ +ig Ay
o = Ny = M- (9'M + i MAM)E = MM (' +ig )¢’ (1.65)
Et avec det(M) = re? on a :
MM = re®; MM =re~ ", M = re® M. (1.66)
Le systéme peut donc s’exprimer comme :

¢ = rew%(vl +iq A’ ' = 7“671.6%(6/ + iq’@)ﬁ’. (1.67)
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Dans le cas particulier on M appartient a SL(2,C), ceci se réduit a :

¢ = L(V +igA)s 0 = —(V' +igA")¢’. (1.68)
m m
On peut donc dire que la forme de I'équation d’onde est inchangéeE.
Pour utiliser complétement les avantages et contraintes de l'invariance
étendue au groupe Cl3, on va maintenant commencer par changer l'ap-
parence de I’équation d’onde, en plagant tous les calculs dans le cadre de
la méme algebre de Clifford. Cela signifie que tous les éléments de ’équa-
tion d’onde, opérateurs différentiels, potentiels de jauge, addition et multi-
plication, valeurs de I'onde, coordonnées d’espace et de temps, seront des
éléments de la méme structure algébrique-géométrique. Ensuite seulement,
nous changerons I’équation d’onde elle-méme en simplifiant la densité la-
grangienne d’oil se déduit I’équation d’onde.

1.3 L’équation de Dirac dans Cl;

Au lieu du formalisme initial des matrices de Dirac, qui forment un es-
pace vectoriel et une algébre, de dimension 16 sur le corps des complexes et
donc un espace vectoriel de dimension 32 sur le corps des réels, au lieu du
formalisme de l'algébre d’espace-temps Cly 3 d’Hestenes [77]-[81], espace
vectoriel de dimension 16 sur le corps des réels, on peut trouver un for-
malisme plus simple, moins cotiteux en dimensions, puisque n’utilisant que
lalgébre Cls, espace vectoriel de dimension 8 sur le corps des réels.E La
maniére utilisée dés 1928 pour rendre compte de 'invariance relativiste, que
nous venons d’étudier en détail, est la premiére raison de ce changement
de cadre pour I’équation de Dirac : cette invariance utilise seulement un
sous-groupe de C3, lui-méme sous-ensemble de Cl3. Seconde raison, 'onde
de Dirac, version Hestenes, est a valeur dans la sous-algébre paire Cllig, iso-
morphe & Cl3. Troisiéme raison, I'utilisation de la seule algébre Cl3, comme
nous allons le voir en détail, est suffisante pour tout décrire en théorie de Di-
rac [14, [15]. Enfin et surtout, c’est le cadre idéal pour décrire ondes gauches
et ondes droites, et toutes les grandeurs qui s’obtiennent & partir d’elles,
dont les tenseurs d’impulsion-énergie.

Pour exprimer 'onde de Dirac dans Cls, il suffit de remplacer les ma-
trices colonnes £ et 1 par des matrices 2 X 2 avec une seconde colonne de
zéros. Ca ne change rien aux calculs parce que les sommes et les produits

14. Une lecture rapide peut ne pas permettre de voir ce qui change par rapport & un
exposé courant de mécanique quantique. En fait il n’y a pas de différence, méme pour les
ondes droites et gauches, a part le fait qu’on voit mieux la distinction entre les V agissant
sur 7 et les V agissant sur £, & quoi il convient seulement d’ajouter la distinction entre
dilatateur et similitude. Et ces distinctions, liées a la parité, se montreront essentielles
dans les propriétés de la variété d’espace-temps au chapitre 4.

15. L’utilisation de Cl3 a d’abord été I’ceuvre de W. Baylis [3].
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ligne-colonne opérent de maniére indépendante sur chaque ligne de la ma-
trice de gauche, et sur chaque colonne de la matrice de droite. Pour un
calcul plus aisé des densités tensorielles on rajoute un facteur /2 et donc
on pose :

weva(§ D)ezeva(l )

52 0 2 0
p:=R' +L' =2 ) =Vv2 (2 _177%7%) . (1.69)

On utilise pour le complexe conjugué de z soit Z, qui est la notation usuelle
en mathématique, soit z*, qui est usuel en théorie de Dirac. On a :

Rl= ¢t _ et o) T ¢1+2"3 — V3t 0). (1.70)

Le lien entre ¢, R' et L' est indépendant du repére utilisé parce que les

transformations de (1.62) équivalent a[f¥] :
¢ =¢'(x')=Mp=Mpkx); ¢ =¢'(x')=M¢p=Mep(x). (1.71)
Le systéme ([1.11]), qui est équivalent & I’équation de Dirac, s’écrit alors :

1—|—0’3

0= (V +iqA)d—

(1.72)
~1 —|— 0'3

0= (V +igA)

En appliquant 'opérateur parité P : M M ['] 4 1a seconde équation, on
obtient le systéme équivalent :

1
0=(V+igA)d +2”3+¢m¢ +2”37 (1.73)
- 1-
0= (V—igA)p—22 — im¢ 2"3.

Ce systéme est lui-méme équivalent a la seule équation suivante, obtenue
en ajoutant les deux équations du systéme :

0=V + qAdios + meios, (1.74)

16. Cette équivalence n’est pas triviale et vient du fait que o est imaginaire tandis que
o1 et o3 sont des matrices réelles. Le résultat est, pour tout ¢, que la transformation P
telle que M +— M échange € et 7.

17. P est, du point de vue mathématique, ’automorphisme principal de Cl3, qui change
ien —i et 0; en —o;. Du point de vue physique P désigne la parité, qui échange onde
droite et onde gauche.



1.3. L’EQUATION DE DIRAC DANS CL3 45

parce que chaque équation du systéme (|1.73)) s’obtient en appliquant a ([1.74)
les projecteurs sur les parties droites et les parties gauches qui sont, avec

Cls, (1 £ 03)/2. On termine la simplification en multipliant a droite par
—i03 = 091 = 0301. L’équation de Dirac est donc équivalente & :

0 = Voo + qAd + mo, (1.75)

Comme (ZA) = V2(n! 2 1), on peut considérer 1'onde (/5 comme composée de
deux ondes gauches : n' et £, Et, par la transformation de parité P, 1D
est équivalent & :

0= §¢021 + q}l\¢ + ma (1.76)

Redisons, une fois encore, qu’en dépit d’un aspect trés différent, ces équa-
tions sont exactement 1’équation de Dirac invariante relativiste.
L’invariance de jauge prend maintenant la forme :

¢ s ¢/ — ¢eia03 : A A = A— EVQ 1.77
q

Ainsi la multiplication par le nombre imaginaire i unique, générateur de la
jauge électrique et commutant avec tout, est remplacée par la multiplication
a droite par i3 = i03 = 0102. Ce terme, du point de vue géométrique, est
un bivecteur ou 2-vecteur, ce qui signifie une aire orientée (un produit vec-
toriel). Le i qui commute avec tout, dans Cls, est le trivecteur ou 3-vecteur
010203 = i qui est un volume orienté. Cet autre i est celui qui est utilisé par
exemple dans I’écriture bien connue du champ électromagnétique F' comme
somme d’un champ électrique et d’un champ magnétique E+iH. Pour cha-
cun de ceux qui ont été habitués au i unique de la mécanique quantique
non relativiste, c’est un changement important, difficile, parce que la non
commutativité de la multiplication est beaucoup moins commode que la
multiplication commutative des nombres complexes. Cependant ce change-
ment de statut du 7 est absolument nécessaire du point de vue géométrique,
car un 2-vecteur est une aire orientée, un 3-vecteur est un volume orienté,
et une aire n’est pas un volume.

Tous les objets présents dans I’équation d’onde deviennent des éléments
de la méme algébre. Les calculs, qui utilisent maintenant seulement des
matrices 2 x 2, sont beaucoup plus simples que ceux qu’ils remplacent, et
qui utilisaient des matrices 4 x4. Méme s’il n’y avait pas d’autre raison, cette
simplification suffirait & justifier cette nouvelle forme de I’équation de Dirac.
Mais il y a d’autres raisons, venant notamment du fait que, dans Cl3, les co-
matrices donnant l'inverse d’une matrice sont réduites & des nombres, ainsi
que des propriétés trés particuliéres de la fonction exponentielle, détaillées

en[A3.8
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1.3.1 Onde plane

Ce paragraphe utilise le cas le plus simple ot I'interaction avec le champ
électromagnétique extérieur et intérieure est négligéeﬁ. On suppose alors
A = 0. L’équation de Dirac se réduit a :

Voo +me = 0. (1.78)
On considére une onde plane avec une phase ¢ telle que :
¢ = o7 5 = mv,x". (1.79)

On utilise un vecteur d’espace-temps appelé vitesse réduite :

v =olv,, (1.80)
et ¢ est un terme fixe qui donne :
V$021 = a“aﬂ(q%ewm)ogl = —mV(;AS. (1.81)
Donc I’équation de Dirac est équivalente & :
¢ =vo. (1.82)
En utilisant la conjugaison P ceci équivaut a :
¢ =7¢. (1.83)
Alors en combinant les deux précédentes égalités on a :
¢ =v(Ve) = (W)¢ = (v-Vv)o. (1.84)
Si ¢ est inversible on obtient alors :
l=v-v=vw=v2—-7¥? (1.85)
ve=1+47%; vo=+V1+7?% (1.86)

avec a priori deux possibilités sur le signe. Le signe moins implique une
énergie négative pour la particule. Ce fut pour Dirac une sérieuse déception,
car il souhaitait se débarrasser des énergies négatives, non physiques. Et il
était impossible de supprimer ces énergies négatives.HElles sont nécessaires

18. On verra au chapitre 2 qu’il n’y a pas de raison de négliger le champ électromagné-
tique interne & ’onde électronique. Tout ce qui concerne les ondes planes ne peut donc
étre considéré que comme un exercice simple de mathématiques sans autre intérét du
point de vue physique que de justifier ’analyse de Fourier.

19. Les ondes planes, méme si elles se calculent ici bien plus simplement, ne sont pas
la panacée trop souvent présentée. De Broglie nous a averti contre ’abus qu’on fait de
ces ondes : une onde illimitée dans ’espace et le temps, ¢a n’existe pas dans la nature.
Dans un microscope électronique un train d’onde électronique est toujours limité dans
le temps et l’espace. On a vu en l'usage que Fock faisait des fronts d’onde. Donc les
ondes planes sont beaucoup trop virtuelles et irréelles pour étre trés intéressantes pour
ceux qui donnent & I’onde une réalité physique.
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dans le calcul de la transformation de Fourier, ou pour obtenir un paquet
d’onde trés petit.

Six ans plus tard, la découverte du positron, une particule qui a la méme
masse que celle de 1’électron, avec cependant une charge opposée, a com-
plétement changé la situation : les ondes planes a énergie négative ont été
associées au positron. Et cette association est toujours considérée comme
le triomphe de la théorie de Dirac. Mais ces ondes & énergie négative en-
gendrent de sérieux problémes quand on calcule leurs effets sur ’émission
ou I’absorption de la lumiére. De plus les positrons semblent avoir la méme
masse propre, et non pas une masse opposée a celle de 1’électron.

Les calculs présentés ici sont beaucoup plus simples que les calculs
que 'on trouve dans les livres de mécanique quantique relativiste utilisant
les matrices complexes 4 x 4. C’est, redisons-le, une raison suffisante pour
préférer Cl3 a l’algeébre des matrices de Dirac.

1.3.2 Densités tensorielles sans dérivée partielle

Le courant J = J#o, est I'un des vecteurs de la physique de I’électron
dont les quatre composantes J* = 1)y se calculent sans dérivée partielle.
On peut d’abord remarquer avec L. de Broglie [56] le caractére fort étrange
de ces densités tensorielles qui n’ont aucun vrai équivalent en physique avant
la mécanique quantique. Plusieurs autres quantités similaires ont été rapi-
dement notées [56], d’abord une quantité scalaire :

Q=P Y=yl =t ¢, (1.87)

ot MT est la matrice adjointe (matrice transposée conjuguée). Ensuite les
six densités :

SHY = ipyHaep, (1.88)

sont considérées comme les composantes d’un tenseur antisymétrique de
rang deux. Les quatre K* tels que :

. . I 0
KM= yytys 5 vs = —iv0717273 = (O I) , (1.89)

sont considérées comme les composantes d’un pseudo-vecteur d’espace-temps,
en théorie lié¢ & un tenseur antisymétrique de rang 3, méme si ce lien n’est
jamais utilisé. Finalement :

Qy = —ihys1), (1.90)

est un invariant relativiste qui permet de définir I'invariant principal p et
I'angle d’Yvon-Takabayasi (3 tels que :

O =pcosB; Qo =psinf; Q +iQy = pe’. (1.91)
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Avec les spineurs gauche n' et droit ¢! on a :

Q=&+ ntTet s Qo =iyt —ntteh,
pe'’ = Qy +iQy = 29" = 2(n{"E] + 037 E3), (1.92)
pe P =y —iQy = 28"t = 2011 + n3&3").

Ces densités tensorielles ont été obtenues trés vite et ont été intensément
étudiées, car les physiciens désiraient relier les nouvelles ondes aux quantités
connues en physique, ol toutes les quantités sont des vecteurs et tenseurs
a composantes réelles (mais pas des densités tensorielles!). En fait ces 16
densités tensorielles ne savent rien de la phase de ’onde, car elles contiennent
le produit de 1) = T~y par 1) et sont donc invariantes de jauge. On ne
peut donc pas substituer la dynamique de ces densités a la dynamique de
I’onde 9 elle-méme.

Revenant a Cl3z, nous allons en obtenir une réelle simplification et une
grande généralisation. Tout d’abord §2; et €25 s’assemblent trés simplement,
en identifiant nombres réels et matrices scalaires, grace a :

det(¢) = ¢ = ¢ = O + iy = pe’”. (1.93)

Ainsi p est le module et 'angle d’Yvon-Takabayasi 5 est un argument du
déterminant de ¢ = ¢(x); donc ils sont fonctions de x. De plus, ¢(x) est
un élément inversible de Cl3 si et seulement si p # 0. Puis le calcul détaillé

de J, et K, (voir|A.4.2) a I'aide de ¢! et de ' donne :
J=Jto, = doop' = pp' ; K =K'o, = ¢asp'. (1.94)

On voit aussitot que ces deux vecteurs d’espace-temps, dont on savait qu’ils
sont orthogonaux et de carrés scalaires opposés, font maintenant partie
d’une liste de quatre vecteurs (Dg, Dy, Do, D3). Attention! Ceci est
un changement majeur en théorie de Dirac, changement obtenu en
premier par Hestenes [7§] :

Dy=1J; Di=¢oi¢'; Dy =020’ ; D3=K. (1.95)

20. Il en est de méme pour toute quantité du type ¥, qui n’est donc pas général, quoi
qu’en pensent de nombreux physiciens [71]. Leur principal argument, basé sur la dimen-
sion de ’espace vectoriel des matrices de Dirac, 16 sur le corps des nombres complexes,
n’a pas de raison de s’appliquer pour les densités tensorielles, qui sont des grandeurs
réelles. Ce 16 est en réalité une différence de nombres triangulaires (36 — 10 — 10, avec
36 =9 x8/2,10 =5 x 4/2). Les nombreuses études construites sur ces seules 16 densités
[10][98]|110] manquent donc un point essentiel. En outre les densités tensorielles obtenues
sans dérivées partielles ne sont pas les seules densités importantes en théorie de Dirac.
D’autres densités, dont le calcul comporte des dérivées partielles, sont utilisées et de plus
certaines d’entre elles ont méme été ininterprétées [54]. Pire encore, la liste des densités
tensorielles constructibles de maniére relativiste & partir de ’onde de 1’électron est une
liste infinie [I5]. Donc on ne peut pas tout en savoir, ce qui signifie que ces quantités ne
peuvent pas suffire & batir une théorie du tout.
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Les densités tensorielles qui sont les composantes de Dy et de Dy (puisque
non invariantes de jauge) ne peuvent pas étre des combinaisons linéaires des
seules 16 quantités connues dans le formalisme initial des matrices de Di-
rac. On doit donc considérer ce formalisme comme sérieusement incomplet,
faible, trompeur. De plus, et c’est encore plus utile que la simplification des
calculs, changer pour Cl3 nous permet de découvrir de nouvelles quantités
qui se révéleront trés utiles dans les prochains chapitres. Pour toute simili-
tude R définie par un dilatateur M, les quatre vecteurs D,, sont transformés
de méme manieére :

D, = ¢o,¢'" = (M@)o, (M¢)' = Mgo, "M = MD,MT.  (1.96)

Rappelons qu’en physique relativiste les tenseurs sont définis et classés par la
maniére dont ils se transforment dans une transformation de Lorentz. Nous
n’avons donc aucune raison d’étre concernés par Dg et D3, tout en déniant
lexistence de Dy et Dy. Les quatre vecteurs D,, se transforment comme
les vecteurs d’espace-temps x. Ils sont donc appelés contravariants. Ces
vecteurs sont de plus orthogonaux et forment une base mobile d’espace-
temps car on a :

2D, -D, = DD, + D,D,, = ¢0,,666,6 + 60,6/ 66,6
= qbo#pe_w&,ja + ¢>o—ype—i53“$ = pe_w(ﬁ(aua, +0,0,)¢9 = pe_iﬁqﬂéw@
= 26,pe” P = 28,,pe P pe’; D, D, = 8,0 (1.97)

Bien entendu, comme on se sert ici d’'une métrique d’espace-temps de la
relativité restreinte avec le choix du signe + pour le temps, on a :

500:1; 511:522:(5332—1; (SM,,ZO,/.L#I/. (198)

Parmi ces 10 = 5 x 4/2 relations (1.97), seulement 3 = 3 x 2/2 étaient
connues de ’ancienne théorie de Dirac :

J-J=p; K- K=—-p*; J-K=0. (1.99)
Ensuite, pour les densités tensorielles S*¥, on pose :
Sg = 5230'1 + 53102 + 51203 + Sloial + S2O’i02 + 5302'03. (1100)

Et on prouve (voir le détail en[A.4.3) que :
S3 = ¢030. (1.101)
On peut voir immédiatement que S3 est I'un des quatre :
S, = ¢oud, u=0,1,2,3. (1.102)

On a précédemment rencontré Sy, qu’on notera plus loin a1, puisque 'on a

(voir : o ‘
ay = Sy = ¢o0d = ¢ = pe’’ = det(¢). (1.103)
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Avec les quatre vecteurs contravariants D, qui ont chacun quatre compo-
santes, Sy qui n’en a que deux, et les trois S;, j = 1,2,3 qui en ont chacun
six, on compte 36 densités tensorielles. C’est nettement plus que I’ancienne
théorie, et c’est une preuve évidente du caractére incomplet de celle-ci. On
peut noter que ce 36 est, comme le 16 qu’il remplace, un carré, mais ce
n’est qu’une coincidence numérique, parce que ce 36 est un nombre trian-
gulaire : en algébre de Clifford, les nombres triangulaires n(n — 1)/2 inter-
viennent naturellement. Et puisque les ondes droites et les ondes gauches qui
forment 1'onde de I’électron sont les quantités fondamentales (ce que confir-
mera 1’étude des interactions faibles dans le prochain chapitre), le décompte
des densités tensorielles fonctionne comme suit : avec chaque spineur, le
droit R! et le gauche L' de , on obtient 4 x 5/2 = 10 = 4+ 6 densités.
Quatre d’entre elles constituent un vecteur d’espace-temps, les six autres
forment un bivecteur d’espace-temps. Ainsi avec le spineur droit on obtient
le courant droit D} et le bivecteur Sk qui vérifient [30] :

DY := R'R' = (¢115"¢)0,; Sk = R'oR . (1.104)

De méme avec le spineur gauche de ’électron, le vecteur DIL et le bivecteur
S} vérifient :

D} := L'L' = (n*fotnY)o,; Si = Llalfl. (1.105)

Dans sa théorie du monopéle magnétique, Georges Lochak a été le premier
a remarquer le role fondamental des courants gauche et droit [89] [90], OT],
92, 93], 94, 5], 96]. Ces courants ont un carré scalaire nul, ils sont donc sur

le cone de lumiére, parce que, avec (1.104]) et (1.105)) :
0=RE R = RR = 'R,
0=IL'T' =T'L' = I'I' = T'T,
DL .DL =DLDL = RYR'RHR' =0, (1.106)
= ~1 1 1
D! .-D} =DiD! = LYL'LYL =o.

Donc dans 'onde de spin 1/2 il existe toujours des quantités qui ont les
propriétés de la lumiére, méme & tres faible vitesse, méme avec un élec-
tron au repos. C’est pour cela que 'approximation supprimant les "petites
composantes" est, du point de vue physique, un parfait non sens, et pas
seulement en physique des hautes énergies. De plus un nombre complexe,
aussi petit que soit son module, peut s’écrire sous forme trigonométrique,
avec un argument qui donne la phase d’une onde en physique. Seul zéro n’a
pas d’argument.

Lochak a aussi compris que le courant J et le courant K sont simplement
la somme et la différence des deux courants gauche et droit. Et on peut voir
que ceci se transpose aux bivecteurs, o1 Sy et Sy sont aussi des combinaisons
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de S}, et S}, avec ((1.104)) et (1.105) :

J=Dg=DL+Dj; K=D3=DL D}, (1.107)
Sy +iSy = 28k; S —iSy = 25} (1.108)

On a établi en [48] la relation suivante, qui sera généralisée dans les chapitres
suivants :

p® = ajaj = 2Dy - Dj, (1.109)
parce qu'on a :

J-J=(Dp+Dy)- (Dk +Dy)

=Dj - Dy + 2D - D}, + D}, - D}, = 2Dy, - Dy, (1.110)
RITI — ax1<1‘*‘203; TRl — af%,
et aussi :
9D, . D! =DLD! + D!DL, = R'R'L'T' + L'L'R'R’ (1.111)
= R'a} HTU?’fl + L'a} %Rl

= aT(lel + Llﬁl) =aja; = p*.

En plus des densités tensorielles venant d’un seul des deux spineurs, on a
16 autres densités qui se calculent a partir des deux spineurs, le gauche et
le droit. Ce 16 = 2% était le (faux) maximum du nombre de densités dans
I’ancien formalisme des matrices complexes. Cela vient des propriétés bien
connues du triangle de Pascal : 24 = 1+4+6+4+1. Le 1 +1 des extrémités
donne a1, le 444 donne les vecteurs Dy et Do, tandis que le 6 est le nombre
de composantes de Ss :

a1 =Sy = lel + Llﬁl; S3 = lel — Llﬁl,

D 4 iDy = 2R'01Ly; Dy —iDy = 2L'01 Ry. (1.112)

L’usage de Cl3 est absolument nécessaire, parce que la construction de ces
densités tensorielles ne peut se généraliser qu’a partir du décompte précé-
dent, ce qui sera utilisé dans les chapitres suivants.@ On verra 'importance
de la base orthogonale (Dg, D1, D2, D3) au chapitre 4. Notons enfin qu’en
théorie de Dirac de nombreuses autre densités, comportant des dérivées par-
tielles, sont utiles, et nous en utiliserons dans I’étude de I'impulsion-énergie.

21. Par ailleurs R. Boudet et D. Hestenes ont fait une panacée de la base mobile
orthonormale (e, e1, ez, e3) telle que D, = pey [5] [78]. Il en a résulté notamment
qu’ils n’ont pas vu la ressemblance entre les quatre D, et les quatre Sy,.
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1.3.3 Transformation relativiste des densités

On a déja expliqué comment les vecteurs D, se transforment : ils sont
contravariants (D’ = MDMT). De plus, ces formules de transformation
sont automatiquement induites par la transformation de ’onde ¢ elle-méme.
Ensuite, dans la similitude R induite par un dilatateur fixe quelconque M,
les quatre quantités S, deviennent :

S, = ¢'0,¢ = Moo, Mé= Moo, é M = MS,M. (1.113)

Comme la physique caractérise les tenseurs par la maniére dont ils se trans-
forment, il n’y a pas nécessité de distinguer les différents vecteurs D,, puis-
qu’ils se transforment de la méme maniére, qu’ils soient invariant de jauge
ol non. La méme situation se produit aussi pour les différentes quantités
Sy Par exemple on a :

ple? =S = MSoM = Mpe'® M = pe’® MM = pe'Pre®,
p=rp; f=B+6 mod2r. (1.114)

Si on restreint les similitudes & étre seulement des transformations de Lo-
rentz alors p est invariant, mais pas 3. Méme dans le cas ot det(M) =1 on
peut avoir 3/ = 8+ 7. Et dans ce cas, ni 1 = pcos(f8), ni Qs = psin(f) ne
sont invariants, donc ils ne sont pas des invariants sous SL(2,C).

De nombreuses relations existent entre les 36 densités tensorielles, qui
dépendent seulement des 8 paramétres réels de 'onde ¢ (voir . Le
nombre 36 est aussi dit & des restrictions limitant le nombre de possibilités :
des produits comme R'R' ou R'R' ne se transforment pas correctement
du point de vue relativité. parce que la multiplication & droite par M n’est
pas disponible. Et plusieurs produits s’annulent, par exemple R'L'T.

Les égalités en sont complétement nouvelles en physique
des tenseurs, car elles différent des relations de transformation des tenseurs
antisymétriques de rang deux, qui donneraient S’77 = RﬁRgSW. Puisque
R} est quadratique en M et multiplie chaque longueur d’espace-temps par
r, la présence de deux facteurs R implique une multiplication par r2, tandis
que est quadratique en M et donc multiplie les longueurs par r.
Par ailleurs les courants J et K sont complétement similaires puisqu’ils sont
simplement somme et différence des courants gauche et droit. Mais ’ancien
formalisme des matrices complexes 4 x 4 considére le courant J comme un
vecteur d’espace-temps et le vecteur K comme un pseudo-vecteur d’espace-
temps, ce qui est tout & fait incohérent : D}, et D} ont bien évidemment le
méme statut du point de vue de la géométrie, ce sont deux vecteurs contra-
variants. Donc leur somme J et leur différence K sont aussi des vecteurs
contravariants. On peut dire la méme chose de Sy et Ss.

Par conséquent ’ancien et le nouveau cadre, le premier & base de ma-
trices complexes 4 x 4, et le second utilisant Cl3, ne sont pas du tout équiva-
lents pour la géométrie d’espace-temps. Seule ’algébre Cl3 est complétement
satisfaisante, et nous n’utiliserons donc qu’elle.
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1.4 Forme invariante de I’équation de Dirac

L’invariance de forme de I’équation d’onde de I'électron utilise I'opéra-
teur différentiel V.= MV'M. Puisque ¢/ = M¢ implique ¢’ = ¢ M, le
facteur M & gauche indique la possibilité d’une multiplication de 1’équation
d’onde & gauche par ¢. Lorsque p # 0 (et seulement dans ce cas), ¢ = ¢(x)
est inversible. Donc en multipliant & gauche par ¢ 'équation d’onde est
équivalente & :

0= 6(Vo)oa1 + 6qAd + mds. (1.115)

On peut considérer cette équation comme la vraie équation d’onde de ’élec-
tron, et on va maintenant expliquer pourquoi c’est la forme invariante de
I’équation de Dirac : dans la similitude R définie par un dilatateur M de

Cl; satisfaisant ([1.36]), on obtient (|1.62)) et ([1.64)), ce qui implique que si on

conserve l'invariance de jauge on a :

-~

(V)oa = G(MV' M)og, = ' (V'd )oar, (1.116)
BqAS =G Mg AMG=4'qd A'Y. (1.117)

Les deux termes de gauche de (|1.115]) sont alors invariants de forme, et le
terme de masse 1’est aussi si on a :

mpd =m'¢'¢) =m' ¢ MM¢ = re'm/ ¢, (1.118)

ce qui suppose : _
m=rem’; |m|=rlm/|. (1.119)

Bien entendu, si on restreint M par la condition det(M) =1 on a m =m'.
Mais on doit faire attention : avec 'invariance étendue, la masse propre
n’est plus invariante. C’est un changement important pour nos habitudes :
il est bien connu que la masse propre est nécessairement invariante sous
le groupe de Poincaré formé par toutes les transformations du groupe de
Lorentz complet, plus les translations d’espace-temps. Mais I’équation de
Dirac n’est pas invariante de forme sous ce groupe. Elle est certes inchan-
gée dans les translations, mais elle n’est invariante de forme que sous les
transformations de Lorentz du groupe restreint, qui ne changent ni 1’orien-
tation du temps ni 'orientation de I’espace. Donc le groupe d’invariance ne
contient pas la totalité du groupe de Poincaré et les théorémes basés sur ce
groupe ne peuvent s’appliquer ici. Certes la masse propre reste invariante
aussi longtemps que la transformation appartient au groupe de Poincaré,
donc si r = 1. Mais la masse propre n’est plus invariante lorsque la trans-
formation n’appartient plus & ce groupe, si r # 1. Le terme de masse peut
s’écrire :

mop = mQy + ims, (1.120)

il est donc la somme d’un terme scalaire et d’un terme pseudo-scalaire. Le
second terme de I’équation invariante ((1.115) montre une autre particula-
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rité : c’est un vecteur d’espace-temps que l'on a calculé en (B.37) :
$Ad = A, Dl = V0" V,, = A,DY, = A-D,. (1.121)
Ceci donne aussi : o
po”¢ =Dy ot (1.122)

Seul le terme différentiel de (1.115) est un terme général de Cl3, mais on
peut aussi en obtenir des propriétés avec :

3(V9) = 3[6(V6) + (69)3] + 3[6(vE) - (GV)al.  (1123)
S0(V8) + @9)3] = 50,(509) = 50,(Df) = 50,0}
= %(V D)ot =v=wu0"; 20, =V-D,, (1.124)
%WV(E) — (@V)¢] = iw = iw,0", (1.125)
ot v et w sont deux vecteurs d’espace-temps puisque v1 = v et (iw)t = —iw.
Ceci donne :

— -~

¢(V¢)021 = (U + ’L"LU)O‘Ql
= (7)0 —+ ’U10'1 + U20’2 —+ '0303 —+ i’UJo + wlial —+ U)Q’iUQ + wg’iJB)(igg)
= —w3 +v90t —v10% —w'0® +i(v? +weot —wio? +weo?).  (1.126)

Donc la décomposition de la forme invariante de I’équation de Dirac (|1.115))

dans la base (1,0%, 0%, 03, i,i0',i0?,io®) de Cl3 fournit ce systéme de huit

équations :
0= —w3+qA-Dg+ mf, (1.127)
O:%V~D2+qA-D1, (1.128)
Oz—%V-Dl—s—qA-D% (1.129)
0 =wy+ gA - D3, (1.130)
0= %V-Dg—i-ng, (1.131)
0= —ws, (1.132)
0= wi, (1.133)
0= %V - Dy. (1.134)

La premiére équation est exactement 1’équation de la densité lagran-
gienne £ = 0 par suite de ’égalité suivante (le calcul détaillé est en[B.1.5)) :

L= % [(@’Y”(_iaﬂ + ‘IA/LW’) + (E’Y”(_iau + un)w)T} +mapy
= —w3 + qA - Do + mQ. (1.135)
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On sait qu’en variant la densité lagrangienne £ on obtient ’équation de
Dirac elle-méme. De plus le fait que I’équation de Dirac est homogéne@
implique que £ = 0 lorsque ’équation d’onde est vérifiée. Ici nous avons
exactement la proposition logique réciproque : I’équation £ = 0 est 1'une
des huit équations a valeur numeérique réelle, et le formalisme lagrangien est
donc une conséquence automatique de I’équation d’onde.

Toute loi du mouvement, en mécanique classique et en électromagné-
tisme, peut étre obtenue a partir d’un formalisme lagrangien. On comprend
maintenant que ceci résulte de la forme lagrangienne et de I'universalité
de la mécanique quantique. Mais alors d’oil est-ce que vient le fait que la
meécanique quantique provient d’une forme lagrangienne ? On voit que c’est
complétement automatique, parce que la densité lagrangienne est la partie
scalaire de ’équation d’onde tandis que le formalisme lagrangien permet
d’obtenir la totalité de ’équation d’onde. On regardera le détail au chapitre
2 de cette double implication. De plus les quatre équations réelles contenant
la partie symétrique v de ¢(V¢) sont avec les D, de (voir :

0=V-Dy, (1.136)
0=V - D3 + 2mQy, (1.137)
0=V-D; —2¢A- Dy, (1.138)
0=V-Dy+2¢A-Dy. (1.139)

L’équation , qu’on appelle la loi de conservation du courant de pro-
babilité, est exactement 'une des huit équations numeériques réelles équi-
valentes a I’équation de Dirac. Quant a , cette équation est connue
sous le nom de relation d’Uhlenbeck-Laporte. Les équations & valeurs réelles
(1.138]) et (1.139)) montrent que les vecteurs d’espace-temps D; et Do ne sont
pas invariants de jauge électrique; celle-ci opére une rotation dans le plan
(D1 D3), que R. Boudet a appelé le plan du spin [5].

1.4.1 Conjugaison de charge

De nombreuses années aprés la découverte de 1’électron, le positron a
été découvert & son tour. La seule différence entre électron et positron est

22. Les équations d’onde de la mécanique quantique sont linéaires. Elles sont en par-
ticulier additives, ce qui signifie que, si ¢1 et ¢2 sont deux solutions de I’équation, alors
¢1 + ¢2 est aussi une solution. Et elles sont homogénes, ce qui signifie que si ¢ est une
solution de I’équation et si z est un nombre complexe fixe quelconque, alors z¢ est aussi
une solution de I’équation. Le mot "homogéne" est utilisé avec son sens en mathéma-
tiques, il n’a rien a voir avec la considération des dimensions en physique. L’additivité et
I’homogénéité ensemble constituent la linéarité de I’équation d’onde.

Mais attention! I'homogénéité de 1’équation de Dirac dont il est question ici ne
concerne que a¢ avec a réel, et pas avec z complexe, ce qui est une autre raison de faire
la distinction entre la premiére équation de Dirac, hamiltonienne et pleinement insérée
dans la mécanique quantique & valeur complexe, et la version cliffordienne relativiste,
équivalente a la forme & valeur dans Cl3, qui n’est homogéne qu’avec un facteur réel, car
le générateur de la jauge électrique ne commute pas avec tout.
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le signe de la charge : négative pour 1’électron, positive pour le positron.
Partant de I’équation de Dirac de la particule (ot 'onde de l’électron
est notée 1. et 'onde du positron est notée v,), la mécanique quantique
obtient I’équation d’onde de I’antiparticule comme suit : on utilise d’abord
la conjugaison complexe sur I’équation de Dirac :

0= /" (9, — igAy,) — im]y; (1.140)

Puisque ([1.4) donne yoy** = —y*75, u = 0,1,2,3, en multipliant (1.140)
par iy2 & gauche, on obtient :

0= —[y"(0u — igAu) + im]ina1)y. (1.141)
Alors, & une phase arbitraire prés, la mécanique quantique supposeﬁ :
Vp = 729, (1.142)
ce qui donne :
0= [Y"(0u —iqA,) + im]iy. (1.143)

Cette équation est exactement la méme que celle de 1’électron, au signe
prés de la charge électrique. On obtient ainsi automatiquement 1’égalité
entre la masse de la particule et la masse de 'antiparticule. En utilisant la
décomposition de 1 en onde gauche et onde droite, et notant avec un indice
e 'onde de I’électron, et avec un indice p celle du positron, le lien
entre I’onde de I’électron et celle du positron s’écrit :

&\ (0 0 0 1\ (&,
€ap 0 0 -1 0]]&.
= ° 1. 1.144
me | 0 =1 0 o) |m (1.144)
N2p 10 0 0/ \m.
Ceci donne :
51:0 = 7];67 £2P = _77;(67 My = _556; N2p = fre' (1145)

Maintenant les mémes calculs, exprimés en algébre Cl3, et toujours avec des
indices e pour I’électron et p pour le positron, utilisent :

=3 (me —s;e) G =8 (mp —£;p> . (1.146)

2e gike 2p gi(p
Alors (|1.142)), qui équivaut a (|1.145)), équivaut aussi a :
Op = Be01; by = — P01 (1.147)

Encore une fois, on rappelle que la conjugaison de charge décrite ici est
complétement équivalente & ce que décrivent tous les cours de mécanique
quantique. Seule change la maniére de les écrire.

23. La mécanique quantique utilise 2 parce que c’est la seule des matrices de Dirac
contenant des termes imaginaires, tandis que les trois autres matrices 7, sont réelles,
d’apres ([1.4). De plus, le lien (1.142)) est, avec (1.7)), indépendant du choix des matrices
V-
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1.5 Equation invariante améliorée

Maintenant on arrive au principal changement par rapport a la théorie de
Dirac sous-tendant toutes les composantes relativistes du modéle standard.
Ce changement est aussi la principale différence avec le travail d’Hestenes,
qui a toujours travaillé avec I’équation de Dirac linéaire sous sa forme re-
lativiste, et n’a changé que le cadre mathématique de formulation de cette
équation. Ici, on simplifie ’équation d’onde elle-méme. La définition

1.91)) de I'angle S implique que la forme invariante de I’équation de Dirac
%D est donnée par :

0= ¢(Vo)oar + ¢gAd + mpcos(), (1.148)

La simplification qu’on a apportée en [I2] a cette équation était la sup-
pression du terme cos(3). Une seconde modification remplace maintenant
le terme scalaire de masse m par un terme matriciel m [44] [45] :

0= ¢(Ve)oar + dgAd + mp; m = (é S) , (1.149)

ou 1 est le terme de masse gauche et r est le terme de masse droit. L’exis-
tence de deux masses possibles différentes sera justifiée par ses conséquences.
L’équation améliorée est équivalente au systéme d’équations numériques :

I+r

0= —ws+ qA-Dg+mgp; my := 5 (1.150)
1

O:§V'D2+QA'D1, (1151)

1
0:*§V'D1+QA'D2, (1152)
1—

0=wo+qA Ds+dp; d:i=—— (1.153)
1

0=V -Ds, (1.154)

0= —ws, (1.155)

0=uw, (1.156)
1

0=V -Dq. (1.157)

Cette amélioration est d’abord une simplification, puisque trois des huit
équations équivalentes a I’équation d’onde globale ont bien été simplifiées :
a la premieére ligne l'invariant m; = mpcos(83) est simplement remplacé
par mgp (o m, est la moyenne arithmétique des deux masses). La qua-
triéme équation a maintenant un terme dp et devient donc sem-
blable & la premiére équation. Ce changement de la théorie de Dirac pa-
rait modeste puisqu’il laisse inchangées cinq des huit équations numériques.
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Néanmoins cette modification modeste améliore beaucoup de choses : le troi-
siéme changement, dans I’équation , signifie I’existence d’un second
courant conservatif, le courant K = Dj3. Puisque les courants J et K sont
maintenant tous deux conservatifs, leur somme et leur différence sont aussi
des courants conservatifslﬂ : les courants chiraux gauche et droit D} et D
sont conservatifs. Ceci sera généralisé dans les prochains chapitres pour le
domaine électrofaible. De plus on peut remarquer que les huit équations
fonctionnent de maniére similaire par paires, c’est la simple conséquence de
la structure gauche—droite de I'onde.

Pour comparer notre équation améliorée avec I’équation de Dirac sous
sa forme usuelle, il convient de multiplier par 5_1 a gauche, qui
donne :

0= Vooa +qAd+ pé m. (1.158)

On a implicitement supposé, pour pouvoir multiplier & gauche par 671, que
@(x) est inversible, ce qui signifie p # 0 et donc que ¢(x) appartient & CI3,
groupe multiplicatif des éléments inversibles de Cls. Et alors, (voir [A.3.8))
il existe un élément M de Cls, défini & 2im prés, tel que :

d=eM: M =a+ib+ N; N = 2101 + 2209 + 2303. (1.159)

On pose :
p=e* B =20b; My = eV, (1.160)

Ceci nous donne :

) , 1
¢ — \/ﬁengqﬁ — ea+1b+N; a = n(p)7 b _

5 (1.161)

B
5"
My est bien un élément de SL(2,C), car on a :

det(My) = det(e") = "N = ¢ = 1= MyMy; My=M;". (1162)

L’existence de cet élément M, de SL(2,C) a été obtenue par G. Lochak dés
1956 [97], puis par D. Hestenes dix ans plus tard [76]. Ce My a aussi été
le point de départ du travail de R. Boudet [5][6]. Ils ne distinguent pas le
groupe SL(2,C) du groupe de Lorentz restreint. Ils appellent donc ce My

24. Le caractére conservatif des courants gauche et droit a été obtenu dés 1983 par
Lochak avec sa théorie du monopole magnétique [89]-[96], de laquelle provient notre
terme de masse, dans le cas particulier ou I’équation de Dirac est I’approximation linéaire
de notre équation. Notre équation est néanmoins tout a fait distincte de I’équation d’onde
du monopole, puisqu’elle a gardé le terme de jauge électrique de I’équation de Dirac. Au
contraire, I’équation d’onde de Lochak remplace ce terme de jauge électrique par un terme
d’une jauge différente, la jauge chirale. Dans cette théorie du monopéle, 'invariance de
jauge électrique est seulement globale (donc plus faible) et c’est la jauge chirale qui est
locale (donc plus forte). Puisque le théoréme de Noether ne nécessite qu’une invariance
de jauge globale, notre équation, tout comme celle de Lochak, admet les mémes courants
conservatifs.
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transformation de Lorentz. Ceci leur a interdit de voir que I’onde ¢ est un
champ de dilatateurs. On a ensuite :

——1

&= eM = e@tibe= N, G = g~ (atib) N, p$71 =e Py, (1.163)

Et alors quand on compare avec 1’équation de Dirac, I’équation améliorée
apparait avec un terme supplémentaire e~ :

0 = Voo + qAd + e P om. (1.164)

L’équation de Dirac est donc ’approximation linéaire de notre équation
améliorée lorsque I'angle d’Yvon-Takabayasi 8 est nul ou négligeable
et lorsque la différence entre les masses droite et gauche est nulle. On verra
dans les prochains chapitres que seule I’équation améliorée sera générali-
sable. Les propriétés de I’équation améliorée sont souvent plus simples et
plus proches de la réalité physique, on le verra par la suite.

1.5.1 Forme décroisée de I’équation d’onde
Remettons dans I’équation ([1.164]) les ondes gauche et droite définies en
(1.70) :
0=V(L'+ R")(—ios) + gA(L' + R") + e (R + L')Ym  (1.165)
= (—iVL' 4+ gAL' +1e P R') + (iVR' + gAR" + re "/ L").
Dans cette derniére égalité, la quantité contenue dans la parenthése de
gauche, est une matrice comportant deux zéros dans sa deuxiéme colonne,
tandis que la quantité contenue dans la parenthése de droite est une ma-

trice avec deux zéros dans sa premiére colonne. C’est donc équivalent au
systéme :

0= —iVL' + qAL' +1e " R?,
0=iVR'+ qAR" + re L. (1.166)
On considére :

d 1-— 1
J=J+—K; d= r. mg = tr
mq

(1.167)

2 2
J=¢¢" =D} +Dk; K= g0s¢' = D} —D}; J = =D} + =D},
pe " = gpt = L'R' + R'L". (1.168)

On consideére le vecteur d’espace-temps v tel que :

J m
v = @:m;}_— \/7DL \/>DR (1.169)

25. On a choisi de noter en caractére romain les vecteurs d’espace-temps écrits dans
Cl3 et en caractéres gras les mémes vecteurs écrits dans Cly 3.
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On obtient alors :

\[DL \[DR - \[RlRlLl +0,
S1T1 o (&1 & 1 0\ _ (a1 OY, _ B
R'L —2<0 0) <772 0>—<0 0>,a1—pe ) (1.170)

— 1 ~ 1 1 -
R'R'L' = RlaT tas _ ajRY; vL' = elﬁ\/7R1 = — ¢ R
2 r mg

\/7L1L1 \[RR R = \fLLRl
\/7LR1L1—(11\/7L1 —15\/7L1
1
YR = eiﬁ\/zil. (1.171)

Le systéme (1.166)) est équivalent au systéme (apparemment) découplé :

De méme on a :

0= (—tV+qgA+ mgv)fl,
0=(GV+qgA+ mgv)ﬁl. (1.172)
On se doit de noter que ce systéme n’est pas vraiment découplé, parce que

v dépend en fait & la fois de la partie droite et de la partie gauche de I'onde.
Ce systéme est équivalent & I’équation :

0= Voo + (gA + mgv)a. (1.173)

Si l’on écrit ce systéme en utilisant ’angle d”Yvon-Takabayasi £ et en utili-
sant les spineurs droit &' et gauche 7!, s’écrit :
—i(V +igA)n' +1le= ¢l
—i(V +iqA)E" + re'Pnt. (1.174)
On peut utiliser I'un ou l'autre de ces systémes, qui sont complétement

équivalents. Quant a I’équation de Dirac elle-méme, le systéme (1.11)), si on
y remplace m par my et avec les identités (1.170) et (1.171)), devient :

= (—iV + gA 4+ myevint,
= (—iV + gA + mye” PT)EL. (1.175)
Comme aussi bien v que 8 dépendent de & et 1, on doit remarquer que le

décroisement de ’équation de Dirac n’est qu’apparent. On peut aussi consi-
dérer ’équation de Dirac comme non linéaire, et méme comme moins linéaire
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que I’équation améliorée, les identités et (1.171)) étant la seule cause
de la linéarité de I’équation d’onde. La présence de ’angle S rend alors diffi-
cile la question de 'impulsion-énergie de I'onde quantique, car on a perdu le
caractére de simple vecteur d’espace-temps de gA 4 mg4v. Notons aussi que,
sous la forme usuelle, une seule masse apparait, la moyenne géométrique
des deux masses.

1.5.2 Invariance de jauge

Comme le terme différentiel et le terme de jauge ne changent pas quand
on passe de I’équation de Dirac a I’équation améliorée, et comme le terme
de masse est invariant de jauge, I’équation améliorée est aussi invariante de
jauge électrique. Cette jauge s’exprime avec Cl3 comme :

. 1
¢'_> (b/ — ¢€1a0'3 ; A,_)AI — A_ 7va_ (1176)
q

Avec I’équation de Dirac, le courant conservatif li¢ a I'invariance de jauge
par le théoréme de Noether est le courant de probabilité J = Dy.. Il en est de
méme pour I’équation améliorée. La premiére différence est le statut de cette
loi de conservation, qui est maintenant I’une des huit équations numériques
réelles équivalentes a I’équation d’onde elle-méme. La seconde différence est
I'existence, parmi ces huit équations numériques réelles, d’une seconde loi de
conservation pour le courant K = D3. Ce courant vient directement
de la théorie du monopodle magnétique de Lochak [89]-[96], a lorigine de
I’équation améliorée. Ce deuxiéme courant conservatif est lié a I'invariance
de jauge globale (dite jauge chirale) :

b ¢ = e ; 5'—)5/ — (i Oua =0, (1.177)
ce qui donne :

peiﬁ — ¢$’_> pleiB/ _ ¢/$/ _ e2ia¢$: pei(ﬂ+2a)’
p—=p =p; BB =pB+2a. (1.178)

On appelle cette transformation de jauge la "jauge chirale", parce que le
générateur du groupe de jauge est le ¢ qui oriente 1’espace|?|. On retrouvera
ce groupe de jauge chirale dans I’étude des interactions faibles. C’est aussi
la jauge de la théorie du monopole magnétique de Lochak. Comme la jauge
chirale multiplie ¢ par e’®, ¢ est multiplié par e~%, le spineur & qui est
la colonne de gauche de ¢ est multipli¢ par e, et n qui est la colonne de
gauche de ¢ est multiplié par e~ [91]. Lochak a donc fait remarquer que la
différence entre la jauge électrique et la jauge chirale est la suivante : dans
les deux transformations de jauge les spineurs gauches et droits tournent

26. Dans Cls, pour toute base orthonormale (u,v,w), cette base est de sens direct si
et seulement si uvw = i, et est de sens inverse si et seulement si uvw = —i (voir [A.3.1)).



62 CHAPITRE 1. L’ONDE DE L’ELECTRON DE SPIN 1/2

d’un méme angle, ils tournent dans le méme sens dans la jauge électrique,
et en sens contraire dans la jauge chirale.

L’équation d’onde améliorée perd l’additivité, donc la linéarité appa-
rente de ’équation de Dirac usuelle, parce que p dépend de ¢, et parce que
le déterminant qui définit p et 8 n’est pas additif. La somme ¢ + ¢ de deux
solutions de I’équation d’onde n’est pas nécessairement une solution
de (L.164), mais peut l’étre. Et, comme l'équation est homogéne et inva-
riante de jauge chirale, si ¢ est une solution et si z est un nombre complexe
quelconque, alors z¢ est aussi solution de ((1.164)). Cette propriété, commune
a ’équation de Schriodinger, de Klein-Gordon, de Pauli ainsi qu’a la version
hamiltonienne de ’équation de Dirac, n’est pas vraie pour I’équation rela-
tiviste de Dirac (donc ces deux équations d’onde ne sont pas équivalentes)
avec le ¢ qui est un trivecteur de Cls. Quand on fait interférer une onde élec-
tronique, tout se passe comme si un seul électron était en jeu. De plus les
interférences avec des fentes d’Young ne sont jamais faites avec un électron
ultra-relativiste (il faudrait des fentes encore plus petites). On est donc 1a
dans un cas ou 'approximation par I’équation d’onde de Pauli utilisée par
M. et A. Gondran [99] est tout & fait légitime.

Dans Cl3, quand on multiplie par i, on ne doit pas oublier que? =—i:la
multiplication par le i commutatif de C ne correspond pas & la multiplication
par le ¢ commutatif de Cls. Donc l'isomorphisme des algébres My(C) et Cls
est seulement un isomorphisme d’algébres sur le corps des réels, pas sur le
corps des complexes. Le i commutatif de la mécanique quantique, lié par
I'invariance de jauge & la conservation de la charge électrique, correspond
dans Cl3 a une multiplication & droite par io3. Ce io3 anti-commute avec
o1 et 03. i03 = 0109 est un bivecteur (une aire orientée) alors que le ¢
commutatif de Clg est le trivecteur o10203 (un volume orienté). Ensuite
puisque Cl3 est isomorphe a leg ce 103 devient en algébre d’espace-temps
le bivecteur d’espace-temps 717, utilisé par Hestenes [77].

Cet isomorphisme restreint implique, on ’a vu plus haut, une sérieuse
divergence entre la premiére forme de ’équation de Dirac, utilisant les ma-
trices oy et 5 = 7, = 75, et ’équation de Dirac dans 01173.|Z|Le formalisme
hamiltonien que 1’on obtient en utilisant ces matrices donne une équation
d’onde qui n’est pas équivalente a la forme cliffordienne relativiste. Cette
équation peut certes étre multipliée par le i unique de la mécanique quan-
tique, qui est aussi le i des matrices il de My(C). Mais ce il4 n’appartient
pas, lui non plus, a la formulation matricielle de I’algébre d’espace-temps
Cly,3. La premiere équation d’onde de Dirac, hamiltonienne et utilisant le i
unique de la théorie quantique, est en fait exprimée dans une algeébre My (C)
qui est aussi une algébre de Clifford, mais cette algébre est isomorphe & Cl5 3
ou Clsgy ou Cly 5, donc c’est 1'algébre d'un espace-temps avec une dimen-
sion supplémentaire, de temps pour Cls 3 ou d’espace pour Cly 1, ou sans
distinction possible entre temps et espace s’agissant de Clys. Il est donc

27. Rappelons que 5 n’appartient pas a 1’algébre Cly 3 engendrée par o, v1, 72, 73-
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plus que tentant d’utiliser cette dimension supplémentaire pour unifier élec-
tromagnétisme et gravitation, a la suite de Kaluza et de nombreux autres
physiciens, dont Einstein et de Broglie. Mais ces tentatives nombreuses n’ont
jamais démontré leur utilité.

1.5.3 Onde plane

On reprend ici, avec les mémes réserves, le calcul fait en [1.3.3| pour
I’équation de Dirac usuelle. L’équation améliorée se réduit, pour A =0, a :

Vé + e P mory = 0. (1.179)
On considére la méme onde plane avec une phase ¢ vérifiant :
¢ = poe?’ ;. o =myv,xt'; v=o'"v,, (1.180)

ol v est un vecteur vitesse réduite fixe (v = 1) et ¢ est aussi un facteur
fixe, ce qui donne :

V$ = U“@H((Eoewm) = —mgvaalg. (1.181)

Alors équivaut a :
0= (~myve + e Pom)oiz; ¢m = myePve, (1.182)
Vém = mgei"’%vgfzﬁ\ = mgeiﬁg, (1.183)

En conjuguant on obtient :

vém = mge ¢, (1.184)
qui implique :
b= eiﬂvamﬂ; - e—iﬁ%mﬂ. (1.185)
g g

On a donc : . N

. i, M M mm
¢ = ezﬂv(e ZBV(bmi)mi = ¢ m2 . (1186)

g g g

Donc si ¢q est inversible, on doit prendre :

mg =mm = (m +do3)(m — doz) = m? — d*> =1r,

my = VIr. (1.187)

Donc le terme de masse propre réduite m, est la moyenne géométrique des
termes de masse gauche et droit (my < mg si 1 # r). Multipliant (1.183)
par ¢! a droite on obtient :

Yome' = mye®pot, (1.188)
(ID} +rD}) = mye® pe =7, (1.189)

v
J(DL +rD}) = myp? = VIrJJ. (1.190)
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En divisant par J ceci implique :

ID}, + D} = vIr(D} + D), (1.191)
J DL DL

o _2r P 1.192

VIr r 1 ( )

ID? +rD}* = Vir(D} + D}°) = Virpv". (1.193)

Comme D} = [¢1[? + |32 > 0, D = [n}[2 + [n}f* > 0, VIr > 0 et p> 0
on obtient donc :
1>0; r>0; v/ > 0. (1.194)

On a donc, comme dans le casoul=r :
1=vw=( -9 +7) = (+v9) -+, (1.195)

VW= V142 (1.196)

Donc on résout ici de la maniére la plus simple le probléme des énergies
négatives : les ondes planes n’autorisent que les énergies positives et les
masses positives. L’équation améliorée est donc, sur ce point, meilleure que
I’équation de Dirac linéaire : la non-existence des énergies négatives, jamais
observées en physique des hautes énergies, n’a pas besoin de la seconde
quantification pour trouver une justification.

1.5.4 Invariance élargie

On part de la forme invariante (|1.149)). La similitude R induite par le
dilatateur M de rapport r = | det(M)| vérifie

x' = R(x) = MxMT | det(M) =re? | ¢ = Mo,
V=MV'M; qA=MqAM. (1.197)
On a aussi :

p'e? = det(¢) = det(M¢) = det(M) det(¢) = re’? pe’® = rpe’P+0),
p=rp; B =B+60 mod 27. (1.198)

Et on obtient :
0= a(v@am + &IA&*' mp = ¢ MV/M\$021 +¢ MQ/A/]/W\QA5+ mp
=0/ (V'¢)oa1 +0'q A'¢ +mp. (1.199)

L’équation améliorée est invariante de forme sous Cl3, groupe multiplicatif
des éléments inversibles de Cls, si et seulement si :

mp =m’'p’; mp =m'rp. (1.200)
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On obtient donc I'invariance de forme de I’équation d’onde sous Cl3, groupe
isomorphe a GL(2,C), si et seulement si :

m=m'r; 1=1r; r=r'r; mqy =myr; mg=mir; d=d'r.  (1.201)
Ces égalités sont plus simples que le m = m/re’? venant de 1’équation de
Dirac, et c’est un puissant argument en faveur de I’équation ameéliorée.

Quelle est la signification de ces égalités pour la physique? Si le vrai
groupe d’invariance des lois de 1’électromagnétisme n’est pas seulement le
groupe de Lorentz, ni méme son groupe de recouvrement, mais le groupe
plus contraignant C13, il doit arriver des choses similaires & ce qui se passe
quand on remplace la physique de Galilée par la physique relativiste : celle-
ci regroupe ensemble masse et impulsion, ou champ électrique et champ
magnétique. La masse propre myg et la densité p = ||J|| sont toutes deux in-
variantes dans une transformation de Lorentz. Sous la similitude induite par
un dilatateur quelconque M, on observe un regroupement similaire d’inva-
riants : m et p ne sont plus séparément invariants, c’est seulement le produit
myp qui demeure invariant :

mp =m'rp=m'p,
dp=drp=dyp. (1.202)

Donc seul le produit d’'une masse réduite et d’un rapport de similitude
est complétement invariant. Or mc = moc?/h est proportionnel a l'inverse
d’une longueur de temps, c’est-a-dire a une fréquence. Utilisons une ana-
logie : le fait que l'accélération due a la gravitation soit proportionnelle &
I’accélération d’inertie résulte en un rapport constant entre masse gravi-
tationnelle et masse d’inertie (et donc cette constante peut étre réduite a
1). Historiquement c’est le point de départ de la théorie d’Einstein de la
gravitation. Maintenant puisque, si I’on change arbitrairement le paramétre
d’échelle r, le rapport entre p et 1/m = h/mqc est fixe, ceci nécessite une
constante supplémentaire, qui est la constante de Planck. On peut donc
dire que I’existence de la constante de Planck est une conséquence
de l'invariance sous le groupe CI3, qui est un groupe plus contraignant
que le groupe d’invariance de la relativité restreinte, groupe local d’inva-
riance de la relativité générale. Nous verrons au chapitre suivant comment
la quantification de I'action résulte de I'invariance relativiste étendue.

1.5.5 Normalisation de ’onde

On part de I’équation d’onde améliorée sous la forme du systéme (|1.174)),
et on utilise :

J=D! +DkL = pv; JJ = p?; D" = ntfotnt; DY = elfarel.  (1.203)
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On peut exprimer la densité lagrangienne de ’équation améliorée comme :
L= %ﬁL + %ER; Ly, =R (—=iV + gA + mgv)n'], (1.204)
Lr = RIET(—iV + gA +m, 7)€Y,

ou k est une constante que nous préciserons plus loin. Quant & ’équation
de Dirac, la densité lagrangienne devient :

L= —,cL + ,cR, Lr =R (—iV + gA +mgev)nt],  (1.205)
Lr =RET(=iV +qA + mge” PF)EN,
parce que l'on a, avec ((1.170)) et (1.171), puis avec ([1.92) :

l —pt mgvn + fleg €' = mge —i8 1T§ + my 61’85” 1

a_

=5 ”Bpez’g—&— 5 —2epe= = mgp. (1.206)

De méme, pour I’équation de Dirac, on a :

Mg
I —n ng lﬂvn —i——f”m e 1’8V§ =m 77”5 + my 5” 1

= TPC f+ 7/)6_”3 = Mgpcos B = maih. (1.207)

Avec les dérivées covariantes
dy = —i0, + qA, +mgv,, (1.208)
pour I'équation améliorée, et avec :
dy = —i0, + qA, + mg(cos B)v,, (1.209)

pour ’équation de Dirac, on peut exprimer la densité lagrangienne sous la
méme forme :

L= %[—z(ﬁanU”d#n + Ma e1iGnq, ¢! )} (1.210)

L’invariance de la densité lagrangienne sous les translations d’espace-temps,
comme dans la théorie de Dirac linéaire, implique ’existence d’une densité
tensorielle d’impulsion-énergie conservative, connue sous le nom de tenseur
de Tétrode. Comme ’équation d’onde est homogeéne, la densité lagrangienne
est nulle pour toute solution de ’équation d’onde, et le tenseur de Tétrode
s’exprime par :

TH = 9%[ _ i(%n”a“d,ﬂyl + m—lf”g”aﬂdygl)} s

—§R[ (kl“ Uotd,nt + I‘jg”&#dygl)] (1.211)
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Car £ = 0 pour toute solution de I’équation d’onde. Pour une onde d’énergie
E vérifiant :

. E . FE
—idon' = ﬁnl; —ido&t = %51, (1.212)
on obtient :
(Mg Mg
78 = R| — it tdon' + e’ |
Ema 151, Ma 110 J°
_ = (2l e = F—. 1.213
hc(klnn+kr§§) he (1.213)

La condition de normalisation de 'onde :

// dv;—z =1, (1.214)
E = ///dng. (1.215)

Le terme de gauche de cette somme est ’énergie totale £ de ’électron, que
de Broglie concevait comme une trés petite horloge de fréquence £ = hv,
tandis que le terme de droite est la somme sur tout l'espace de la densité
d’énergie locale de I'onde de ’électron. On verra plus loin que cette densité
locale d’énergie est liée a 'inertie, par la force de Lorentz. Donc ce n’est pas
parce qu’il faut avoir une probabilité que I’onde doit étre normalisée. L’onde,
parce qu’elle a une réalité physique, est normalisée, toujours, parce que la
masse-énergie d’inertie, mue par les forces (électriques, faibles, . ..) est égale
en valeur absolue a la masse-énergie gravitationnelle. Ainsi cette énergie a
une valeur déterminée, non arbitraire. La normalisation de ’onde de
I’électron, n’est donc que la conséquence de 1’équivalence entre
masse gravitationnelle et masse d’inertie.@ L’existence d’une densité
de probabilité pour toute onde d’électron et dans n’importe quel cas, n’est
pas un principe sur lequel toute théorie physique se doit d’étre construite,
c’est simplement la conséquence inévitable de ’égalité entre masse d’iner-
tie et masse gravitationnelle. Et c’est la méme chose pour ’équation de
Dirac usuelle ou pour I’équation d’onde améliorée qui, rappelons-le, admet
I’équation de Dirac comme approximation linéaire [22].

Comme T# doit avoir la dimension physique d’une densité d’énergie,
ML*T=2/L3, et comme J a la dimension hc/L3 = M/T? on voit que kJ,
qui a la dimension de Dy, et Dg, a aussi la dimension dim(k)M/T?. Or la

est donc équivalente a

28. Cette normalisation est si importante qu’elle a été mise dans les postulats imposés
a toute onde quantique. Elle est toujours possible, mais ne se déduit pas de I’équation
d’onde. Elle est la source de nombreuses difficultés, comme le "collapse du 9", ou 'objec-
tion de Schrédinger avec son chat a la fois mort et vivant. La normalisation de ’onde a
induit la mise & ’écart de la théorie de I’onde pilote de L. de Broglie en 1927, et plus tard
de celle de Bohm. En conséquence de Broglie élabora ensuite sa théorie de la "double
solution".
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dimension de Dy, et Dy est celle de ¢¢f. Donc ¢ est sans dimension physique
si et seulement si k a la dimension 72 /M. On supposera donc désormais que
k est une constante de dimension 7% /M, c’est & dire que khc a la dimension
L3. La seule longueur ayant un sens physique intrinséque étant la longueur
de Planck, on peut supposer :

[Gh
khic=13; lp = % (1.216)

Aprés normalisation, la valeur numérique des courants ne dépend pas du
choix de la valeur de k.

La normalisation s’applique bien évidemment aux solutions pour I’atome
d’hydrogéne qu’on étudie dans ’annexe C.lﬂ De plus, puisque le [1]? de
l'onde de Schrodinger est un cas particulier de 'approximation de 'onde
de Dirac par une partie de ses composantes, le besoin de normalisation de
la fonction d’onde d’un électron, qui fait partie des principes de la théorie
quantique non relativiste, résulte en fait, comme dans le cas relativiste, du
principe d’équivalence. On comprend mieux pourquoi Bohr a été capable de
réfuter toutes les objections d’Einstein contre l'interprétation probabiliste
de Born; l’existence d’une densité de probabilité pour I’électron
vient de la gravitation.

Les probabilités auxquelles pensaient Einstein venaient de la thermody-
namique, auquel cas il n’y a pas une particule unique, mais au contraire
une myriade de particules se déplacant dans toutes les directions. Dans ce
texte, on a certes utilisé I’expression densité de probabilité, mais on a évité
I’expression probabilité de présence. La premiére expression a du sens, parce
que la théorie des probabilités, comme le calcul intégral, s’est développée a
partir du méme domaine des mathématiques, la théorie de la mesure. La se-
conde expression, au contraire, n’a pas de sens pour 1’électron, car on verra
au second chapitre que ’onde de I’électron contient un point singulier et
un seul. Pour un systéme d’électrons il est nécessaire de tenir compte du
principe d’exclusion de Pauli dont nous analyserons les propriétés plus loin.
Les propriétés des électrons, chacun seul sur son onde, sont radicalement
différentes des propriétés des photons qui peuvent cohabiter sur la méme
onde. Résultat : la violation des inégalités de Bell a été expérimentalement
observée seulement pour des photons (travaux d’Aspect, prix Nobel 2022).
Pour les électrons, cela reste non établi. L’intrication nécessite au moins
deux ondes.

29. 11 faut rappeler que la densité JO n’est pas égale a l'invariant relativiste p. Au
contraire, c’est la composante de temps d’un vecteur contravariant d’espace-temps. On
rappelle aussi que Tg est une composante d’un tenseur non symétrique. Et il est bien
connu que 'intégration du spin 1/2 dans la gravitation relativiste n’est possible qu’avec
une torsion non nulle [94] (voir aussi le chapitre 4).
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Produit scalaire

Le courant qui est normalisé est :

‘LO — i(DO TliDg) m ( J;n 4 fo) (1.217)

he B 13 r

Le produit scalaire vérifie donc :

(6l9) : // dv— // 515), (1.218)
(l¢") /// 515/), (1.219)

Ce produit scalaire est identique au produit scalaire hermitien de la méca-
nique quantique.

1.5.6 Conjugaison de charge

On part & nouveau de ¢, = —¢.01, lien qu’'on a établi entre 'onde de
I’électron et I'onde du positron en mécanique quantique relativiste. L’équa-
tion d’onde améliorée ((1.164]) de la particule s’écrit :

Vbeoa1 + qAde + e pom = 0. (1.220)
On a aussi :
peePe = b, . (1.221)
Alors on obtient :
efe = ¢e$e = ¢p(_‘71)($p‘71)T = _(bpap = _ppemp~ (1.222)
Par conséquent ([1.220]) prend la forme :
Vé,01001 + qAdyo1 + (—e ) (—=¢po1m) = 0. (1.223)

Multipliant & droite par o1, ceci équivaut a :
0= 7V§gp0’21 + qugp + e*iﬁpd)pﬁ\l,
0= Vo091 — qAd, — e Prp,mm. (1.224)

Puis, multipliant a gauche par ap, on obtient I’équation d’onde invariante
du positron :

= ¢ v(15;17021 + (1¢ A¢p + mpp7
= ¢pV¢pazl - qupAcbp —mp, (1.225)
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La premiére de ces deux équations signifie que seul le terme différentiel de
I’équation d’onde change de signe. C’était la raison pour Feynman [72] d’in-
terpréter la conjugaison de charge comme symétrie PT. La seconde équation
signifie que la charge est vue changée de signe, et que la masse change de
signe d’une maniére telle que la moyenne arithmétique m, = (r+1)/2 change
de signe tandis que la différence 1 — r ne change pas, aussi peut-on dire que
le role de la droite et de la gauche est échangée. Ensuite on peut réécrire les
équations précédentes comme :

0= Vo012 + qAd, + e Prp,m. (1.226)
Ondes planes
L’équation d’onde améliorée se réduit, pour A =0, a :
0= —Vop +e Prg,mos. (1.227)
On considére une solution de la forme :
Op = Pppefr7Y; @ 1= mgvp, Xt vy = —v. (1.228)
On obtient les mémes résultats qu’en [1.5.

my = Vlr; v0 = /1 + 72, (1.229)
vy =—/1+72 (1.230)

Donc on récupére les solutions en ondes planes avec un coefficient du temps
négatif, nécessaires pour la transformation de Fourier, mais avec une masse-
énergie positive, conformément aux résultats expérimentaux. Créés avec la
méme énergie, électron et positron sont dotés de vecteurs vitesses opposés,
ce qui correspond bien & ce qui se passe du point de vue expérimental.

On a donc :

Equations numériques

En multipliant & gauche (1.226|) par Ep on obtient ’équation d’onde

invariante :
- =7 — ~ ~ r O
0=0¢,Vop012 + q9,A¢, + mp,; m = (0 1) . (1.231)

La mécanique quantique non relativiste, utilisant un i unique, ne pouvait
comprendre vraiment la conjugaison de charge, qui change simplement le
signe du terme 091 = 0907 qui devient 012 = 0102, et qui change le signe
de la différence d. Le premier changement de signe est donc seulement un
changement de sens dans la suite des oy, ce qui change aussi 'orientation de
I’espace, échangeant droite et gauche, et donc changeant aussi le signe de d.
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Au lieu du systéme de huit équations réelles de I’électron, on a maintenant
un systéme similaire, ou seulement les 9, et d changent de signe :

0=ws3 4+ qgA-Dgy+ mgp, (1.232)
O:f%V~D2+qA~D1, (1.233)
0:+%V~D1+qA~D2, (1.234)
0= —wo+ qA-Ds —dp, (1.235)
0= —%V'Dg, (1.236)
0 = ws, (1.237)
0=—w, (1.238)
0= —%v - Dy. (1.239)

La conjugaison de charge change le signe de la charge et le signe des masses
chirales, si I'on ne change pas de signe lopérateur V [62]. En fait, seul le
terme différentiel de I’équation d’onde change de signe. L’invariance de jauge
électrique est maintenant obtenue sous la forme :

Pp > B = pe*7?, (1.240)

1 1

Donc le positron semble avoir une charge opposée a celle de I’électron. Mais
en fait ce n’est pas ¢ mais 9,a qui change de signe. Et donc seuls les 9,,, v,
w,, et d changent de signe. Avec les dérivées covariantes

d, =0y + qA, + mgv,. (1.241)
On peut exprimer la densité lagrangienne sous la forme :
— Mg = My —
L= %(En;ﬁa”dun; + Hggjdﬂa“g;). (1.242)

La normalisation de ’'onde, pour un état stationnaire donné, est alors équi-

valente 4 :
/// dvT) = —E. (1.243)

L’énergie de masse m, /c?, positive, du positron est exactement I’opposée de
I’énergie négative qui est le coefficient du temps dans un état stationnaire.
L’équation d’onde améliorée résout donc le probléme du signe de ’énergie
d’une maniére bien plus facile & comprendre qu’avec la seconde quantifica-
tion. On a certes les coefficients négatifs —|F| qui permettent d’obtenir la
transformation de Fourier, mais on a aussi une composante de temps T3 de
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la densité d’impulsion-énergie qui reste positive. Comme 1’équation d’onde
de I'anti-particule est obtenue & partir de I’équation d’onde de la particule
simplement en changeant 9, en —0,, et d en —d, ce qui résulte aussi de la
transformation PT', le théoréme CPT de la théorie quantique des champs
est trivial. Donc la conjugaison de charge est le phénoméne purement quan-
tique et purement relativiste d’'une onde qui semble voir ’espace-temps a
Penvers. C’était le point de vue de Feynman [72]. Et puisque I’équation de
Dirac est I’approximation linéaire de notre équation d’onde améliorée, on
peut déduire ’équation de Dirac du positron a partir de ’équation d’onde
ameéliorée du positron, en changeant son terme de masse. On doit prendre
en compte le fait que 8, = B. + 7 et que £y, = —,. L’approximation
linéaire de ’équation d’onde améliorée du positron vérifie m =1=r = m,,
ce qui implique :

0 = _gpvapoél + quA(lAsp - mQ]p, (1244)
0= *vg/ﬁ\pgzl + qA(;b?p — quP,
0 = Vo001 + (—q)Ady + mo,. (1.245)

Ceci est précisément ’équation de Dirac du positron, avec la charge seule
apparaissant changée de signe. On a pour le signe de E et de Ty, les mémes
résultats qu’avec 1’équation améliorée : E est négative tandis que T est
positive.

1.6 L’atome d’hydrogéne

La mécanique quantique naissante a obtenu la quantification des niveaux
d’énergie en résolvant I’équation de Schréodinger dans le cas de 'atome d’hy-
drogéne, un électron tournant autour d’un proton. Obtenir la justification
de la quantification de ’action a été un magnifique résultat. De plus, la
formulation hamiltonienne de la mécanique quantique a permis d’étendre
aux systémes d’électrons, si importants pour la chimie, la compréhension
apportée par 'onde quantique. Mais les autres résultats n’ont pas été aussi
bons. Les niveaux d’énergie n’étaient pas trés précis. Et le nombre total
d’états quantiques pour un nombre quantique principal n était n?, alors
que le nombre d’états attendus était 2n2.

La résolution de I’équation améliorée est présentée dans l'annexe C.
Cette résolution est trés différente de celle utilisée dans les premiéres années
de la mécanique quantique. A 1’époque la théorie des vecteurs propres et
valeurs propres dans les espaces hermitiens avait été développée principale-
ment pour ses applications aux opérateurs de moment angulaire. Bohr
avait compris le tableau périodique de Mendeleev & partir du décompte de
tous les états possibles du moment angulaire des électrons-particules dans
les atomes. Cela donna & Bohr les niveaux attendus d’énergie k/n?, mais
pas le nombre d’états attendus. Ensuite Sommerfeld utilisa la dynamique
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relativiste des particules, pour obtenir plus d’états, et aussi la structure
fine des raies atomiques. Ces modéles d’électrons-particules ne peuvent pas
expliquer les nombres demi-entiers impairs, pourtant nécessaires pour inter-
préter les spectres d’émission et d’absorption des atomes.

La mécanique quantique remplaca ensuite ces décomptes insatisfaisants
par la résolution de I’équation d’onde de ’électron, obtenant des états qui
sont vecteurs propres d’opérateurs avec les mémes propriétés algébriques
que les moments angulaires classiques. A partir de I’équation de Schrodin-
ger, seul le modéle non relativiste de Bohr pouvait étre obtenu. L’équation
d’onde relativiste de Klein-Gordon était capable d’obtenir le second nombre
quantique introduit par Sommerfeld grace & la dynamique relativiste, mais
pas avec les valeurs correctes, parce que les nombres entiers (0, 1, 2, 3,
...), qui sont les seules valeurs propres possibles des opérateurs de moment
angulaire, doivent étre remplacés par des valeurs demi-entiéres (1/2, 3/2,
5/2, ...) pour rendre compte des raies spectrales. Cette sérieuse divergence
entre théorie et expérience sur les raies lumineuses aboutit a I’hypothése
du spin de I’électron, un ensemble d’opérateurs ayant les mémes propriétés
algébriques que les opérateurs de moment angulaire, et avec seulement deux
valeurs propres possibles, +% et —%. Puis Pauli obtint une équation d’onde
pour un électron a spin. Cette équation d’onde comportait les matrices com-
plexes 2 x 2 de (1.4), qui sont les générateurs de I’algebre Cl3. Cette algébre
contient ’algébre de Lie du groupe SU(2), mais aussi du groupe SO(3). Les
représentations du groupe SU(2) se caractérisent par un nombre qui prend
les valeurs (0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, 3, ...), ce qui rend possible les valeurs
demi-entiéres, mais n’explique pas 'absence des valeurs (0, 1, 2, 3, ...), qui
sont, parmi les représentations de SU(2), justement celles liées aux repré-
sentations qui sont aussi des représentations du groupe géométrique SO(3).
Pour cette raison, et parce que ’équation de Pauli n’est pas relativiste, cette
équation d’onde ne peut, en aucun cas, étre la véritable équation d’onde de
Pélectron [56].

Aussi Dirac chercha, et rapidement trouva, une meilleure équation, qui
fut aussitot modifiée pour respecter les régles d’invariance de la relativité
restreinte. Seule I’équation de Dirac fut capable d’obtenir les bons nombres
quantiques et les niveaux d’énergie dans le cas de I’atome d’hydrogéne. L’en-
semble des solutions adéquates fut obtenu par C.G. Darwin aussitot apres,
grace a des opérateurs construits a partir de ceux utilisés avec ’équation
de Pauli [IT]. Cette résolution, malgré son extréme précision, montre deux
insuffisances : elle n’explique pas pourquoi il faut que les états électroniques
soient vecteurs propres des opérateurs construits a partir de ’équation de
Pauli, et elle n’explique pas pourquoi ces solutions sont les seules possibles,
notamment lorsqu’on récuse, a tort, ’existence d’états de nombres k < 0
avec des polynomes radiaux constants. Enfin et surtout, de Broglie [86] pen-
sait que la linéarité de ’équation de Dirac ne permettait pas d’expliquer la
limitation spatiale des trains d’onde. Cette équation linéaire ne pouvait étre
qu’une approximation linéaire de la véritable équation d’onde.
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Au chapitre C, on se sert d’'une méthode complétement différente, ob-
tenue par H. Kriiger [85], méthode classique du point de vue mathéma-
tique, séparant les variables en coordonnées sphériques (r, 8, ¢). Dans la
présente édition, on a complétement résolu ’équation améliorée, prenant
en compte les masses gauche et droite. Cette résolution, non seulement
calcule de maniére exacte (et non pas par approximation) toutes les so-
lutions & variables séparées possibles de ’équation d’onde dans le cas du
potentiel coulombien,[27] mais prouve que ces solutions sont les seules pos-
sibles, a partir des hypothéses qui sont les notres : I'onde est une fonction
de D’espace-temps & valeur dans le groupe de Lie CI3, solution de I’équa-
tion d’onde améliorée, telle que son énergie soit la somme & tout l'espace
de la densité d’énergie de son onde. Elle doit donc étre normalisable. Le
nombre quantique principal n reste la somme n = |k| + n; k s’introduit
comme constante de séparation des variables, avec x” = ct et ¢, d'un coté,
et la variable angulaire 6 et la variable radiale r de I'autre cété. L’étude
des fonctions de la variable € relie la nécessaire normalisation de 'onde &
des conditions portant sur les variables |k| et n : |k| est nécessairement un
entier naturel non nul et n est le degré des polynémes auxquels les dévelop-
pements en série des fonctions radiales doivent se réduire. C’est la nécessité
de normer les solutions, de fagon & pouvoir obtenir une densité de proba-
bilité, qui donne les trois nombres entiers que sont ||, n, et donc aussi
leur somme n. Le dernier nombre quantique, noté ici A, s’obtient sous la
seule condition que l'onde soit bien définie, & valeur unique dans Cl3. On
n’a nul besoin des opérateurs de moment angulaire, car on obtient tous les
nombres quantiques sans jamais faire intervenir le nombre [ de la mécanique
quantique non relativiste. Et si les A ne sont pas entiers, mais demi-entiers,
cela résulte uniquement de I'utilisation d’un repére mobile lorsqu’on calcule
en coordonnées sphériques. Ce repére mobile est engendré par un rotateur
S = e’%“e*%”, avec des angles moitié, qui sont donc d’origine purement
géomeétrique. Le nombre de tours (A £+ %)% devant étre un nombre entier,
pour chacune des composantes de ’onde, A ne peut qu’étre la moitié d’un
nombre entier relatif impair.

Voyons sur un exemple comment, avec le nombre quantique principal
n = 5, on obtient les différents états. Le degré n des polyndémes radiaux,
entier naturel, vaut n — |s| et la plus petite valeur de |x| est 1. Le degré
n ne peut donc valoir que 4, 3, 2, 1 ou 0. Et le nombre A est limité par la
condition |A| < |k|. Le calcul des fonctions radiales contient deux constantes
arbitraires ag et by qui ne peuvent pas étre toutes les deux non nulles : dans
le cas contraire il existe, dans le plan équatorial, des valeurs de la variable r
pour lesquelles I'onde sort de C'l3. C’est donc I'imposition de prendre valeur
sur le groupe de Lie CI5 qui est la vraie raison du succés de I’équation
d’onde, assurant le bon nombre de solutions et 'unicité de ces solutions.

1.Sin =4 alors |[k| =1, donc on a 4 états : A= —1/2 et ag =0, A\ =—1/2
etbp=0,A=1/2et ap =0, A =1/2 et by = 0.
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2. Sin = 3 alors |k| = 2, donc on a 8 états : A = —3/2 et ap =0, A = —3/2
et bp =0, \ = —1/2etag =0, A = —-1/2et bg =0, A = 1/2 et ag = 0,
A=1/2etbg=0,A=3/2et ap=0, A=3/2 et by = 0.

3.Sin =2alors |k| =3, doncon al2états: A= —5/2 et ag =0, A\ = —5/2
et bp =0, A= —-3/2etay =0, A\ =—=3/2et bg =0, A = —1/2 et a9 = 0,
A=-1/2etbg =0, A=1/2et ap =0, A\ =1/2 et bg =0, A = 3/2 et
ag=0,A=3/2et by =0, A\=5/2 et ap =0, A =5/2 et by = 0.

4.Sin =1 alors |k| =4, doncon a 16 états : A= —7/2et ag =0, A = —7/2
et b =0, A =—-5/2etap =0, A\ =—-5/2et bg =0, \ = —3/2 et ap =0,
A=-3/2etby=0,A=—-1/2etag =0, A\=-1/2etbg =0, A =1/2 et
ap=0,A=1/2etbg=0,A=3/2etap=0,A=3/2etbg =0, A\ =5/2 et
ap=0,A=5/2etbg=0.A=7/2etag=0, \=7/2et by =0, .

5. Si n = 0 alors || = 5, mais dans ce cas les polynomes radiaux sont
réduits & des constantes, et dans ce cas ni ag ni by ne peuvent étre nuls,
les solutions dépendent d’une seule constante, dont le module est fixé par
la normalisation de 'onde. On a donc ici seulement 10 états : A = —9/2,
—7/2, =5/2, —=3/2, —1/2, 1/2, 3/2, 5/2, 7/2, 9/2.

Cela donne finalement 4+8+12+16+10 = 50 = 2x 52 (et plus généralement
2n?) états, deux & deux orthogonaux (ce que de Broglie expliquait déja de
maniére trés détaillée en 1934 [56]). L’argument donné par Darwin pour
supprimer les solutions & n = 0, pour des raisons de signe, n’était pas
la bonne explication, ce que nous savions dés la résolution de I’équation
linéaire par la méthode de séparation des variables [I3]. On trouvera a la fin
du chapitre C le calcul détaillé de toutes les solutions de nombre quantique
principal n = 1 et n = 2. Parmi les 50 états de nombre quantique total
n = 5, prenons comme exemple I'état de nombres quantiques n = 2, |k| = 3,
A =3/2 et by = 0. L’onde a pour valeur :

1

= QXe(Be=BxNia, o = e~ Fisg g2, 1.246

¢ Ve (1249
AU  —-BV

A= A(r); B=DB(r); C=C(r); D= D(r), (1.247)

ou U et V sont des fonctions & valeur réelle, A, B, C' et D sont des fonctions
a valeur complexe. Toutes ces fonctions sont calculées au chapitre C. On
obtient alors :

3 0 0
b=V2 (zl ?) ; ci=cosgy 8= sin 2’ (1.248)
2 1
_ AcU — CgVei(waxo)' g - DcU — Bgvefi(waxo)
n rv/2sin 6 ’ rv2sin 6 '
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_ Mei(&p—lfxo). —& = _Me—i@w—ffxo)
e asng T2 /2500 ’

On voit donc clairement apparaitre que 'onde de phase & laquelle pensait
au départ L. de Broglie est, en ce qui concerne I’électron, une onde a deux
fois deux phases : une partie de 'onde fait _71 + % = 1 tour quand une
autre partie de I’onde fait % + % = 2 tours. Une partie tourne dans un sens
et Pautre partie tourne dans l'autre sens. De méme, pour un état de spin
7/2, on obtient deux composantes tournant de 3 tours, en sens contraire,
quand les deux autres composantes tournent de 4 tours exactement, en sens
contraire, soit une moyenne de 7/2 certes, mais on n’a aucune rotation com-
portant un demi-tour. Donc pour le spin 7/2 il y a quatre phases tournant
respectivement de +3, —3, +4 et —4 tours. Quand on change le signe du
nombre quantique magnétique, pour le spin -7/2, tous les nombres de tours
changent de signe : —3, +3, —4 et +4 tours. Dire que le spin de ’électron
ne peut prendre que deux valeurs est tout a fait faux, car le nombre quan-
tique de I’électron peut valoir 7/2 ou —9/2. Mais il y a bien seulement deux
possibilités : ce nombre quantique ne peut étre que positif ou négatif!

L’explication de Pauli donnée pour le 2n? & partir du n? venant de
Péquation de Schrédinger (toujours postulée comme suffisante pour la to-
talité de la physique quantique) et des deux valeurs du spin (up — down)
n’est aujourd’hui qu'un conte pour enfants. Heureusement pour Pauli et
les chimistes, et malheureusement pour la compréhension de la physique
de I’électron, ce conte est toujours trés populaire, il est méme suffisant, en
raison de la partition de tous les états électroniques en deux parties parfai-
tement symétriques, suivant le signe de A (voir C.1.2).

L’étude des solutions de I’équation d’onde améliorée montre donc qu’une
famille de solutions existe (ce qui n’a rien d’évident pour une équation non
linéaire). Ces solutions sont trés proches des solutions de 1’équation linéaire
obtenues en 1995 [13], telles que 'angle d”Yvon-Takabayasi soit partout dé-
fini et petit. De plus, si ¢1 et ¢ sont deux solutions de cette famille, alors
e®¢; et ey sont aussi solutions de I’équation améliorée parce qu’elle est
a la fois homogene et invariante globalement sous la jauge chirale (multipli-
cation par 7). Mais la somme ¢1 + ¢ n’a pas de raison d’étre solution de
I’équation d’onde puisque celle-ci n’est pas additive. Les solutions étiquetées
par les nombres quantiques n, |s|, A, n et les deux possibilités d’annulation,
soit de ag, soit de by, donnent donc les seules solutions possibles pour les
états stationnaires de I’atome d’hydrogéne, ainsi que pour les états & un
seul électron des autres atomes. Ceci donne une explication simple au fait
qu’un électron dans un atome d’hydrogéne se trouve habituellement dans
un des états étiquetés, et pas dans une combinaison linéaire de tels états.m
C’est un fait bien connu du point de vue expérimental, qui résulte en des

(1.249)

30. Les états de Rydberg de grands nombres quantiques, qu’on mélange dans de trés
belles expériences, sont des états d’un seul électron lent. Ces états sont trés peu différents
des états calculés & partir de ’équation de Schrodinger, ces électrons relévent donc de
la physique quantique non relativiste. Leur étude expérimentale n’a aucune conséquence
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raies spectrales bien définies, et c’est une réalité que la théorie basée sur les
espaces de Hilbert et les opérateurs sur ces espaces n’a jamais su expliquer.
De plus, dans le cas de I’équation de Dirac linéaire, I’ensemble des solutions
correspondant & un état défini par un triplet (n,k,\) constitue un espace
vectoriel hermitien de dimension 2. Les états sont tous dégénérés, au sens
usuel du terme en mécanique quantique, et du point de vue expérimental,
on sait que c’est tout & fait faux. Par contre, si on impose a ’onde d’étre a
valeur dans le groupe de Lie Cl3, alors pour chaque état la solution la plus
générale dépend de deux constantes arbitraires, 'une notée r; au chapitre
C, lautre étant ’argument soit de ag, soit de by. Ceci provient de la double
invariance de jauge de ’équation améliorée. L’argument arbitraire de ag ou
de by vient de I'invariance sous la jauge électrique, qui reste inchangée quand
on linéarise I’équation d’onde. La constante r; est propre a I’équation amé-
liorée et est due & la seconde invariante de jauge, la jauge chirale globale,
qui disparait quand on linéarise I’équation d’onde.

L’équation améliorée est donc plus proche de la réalité physique que son
approximation linéaire, ’équation de Dirac. L’équation améliorée est ainsi,
A notre connaissance, la seule équation d’onde non linéaire telle que des
niveaux d’énergie quantifiés existent, sans dégénérescence, avec exactement
les bons niveaux d’énergie, avec exactement toutes les propriétés nécessaires
pour justifier les différents états atomiques, a la seule condition d’expliquer
complétement le principe d’exclusion, ce que nous verrons plus loin.

1.6.1 Effet Lamb

Il est bien connu que I’équation linéaire de Dirac était parfaite pour
I’électron, mais cependant deux propriétés n’ont pas été obtenues : le mo-
ment magnétique anomal de I’électron et ’effet Lamb. Cet effet concerne des
décalages observés entre niveaux d’énergie que la résolution de I’équation de
Dirac prédit sans décalage. par exemple entre les états 2s1/2 et 2p1/2. Ce
décalage est maximal pour les états 1s1/2, entre le niveau d’énergie calculé
par la théorie de Dirac et celui calculé par la théorie quantique des champs
[75]. L’équation de Dirac ne permettait pas d’obtenir de différence entre
les niveaux d’énergie des quatre états 2s1/2, que l'on présentait d’ailleurs
comme deux états 2s1/2 et deux 2p1/2. Les calculs détaillés du chapitre C
permettent cependant de remettre en cause le calcul effectué par la théorie
quantique des champs, qui tient compte de plusieurs effets, la polarisation
du vide, la taille non nulle du proton, et aussi le comportement & 1’origine
des fonctions radiales. Or il n’y a pas de différence entre le comportement &
Porigine des fonctions radiales des états 2s1/2 et des états 2p1/2. Comme
Peffet Lamb est du méme ordre de grandeur que la structure hyperfine des
raies, il faudra pouvoir calculer exactement les états électroniques en tenant
compte des ondes des protons et neutrons, et du mouvement relatif de I'onde

sur le contenu de la présente étude, pour la méme raison qui fait que la mécanique de
Newton ne peut pas mettre en défaut la gravitation relativiste.
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électronique autour de 'onde du noyau, pour espérer calculer correctement
les décalages de leffet Lamb. Ce mouvement relatif étant une rotation, il
faudra intégrer au calcul la contribution venant de la théorie relativiste
de la gravitation, la relativité générale. Cependant, une différence apparait
entre les quatre états suivant qu’on annule by, ou ag. Dans le premier cas la
normalisation nous donne :

g (2Am) 25+
laol = \/ 2m1ST (25 + 1) (1:250)

tandis que dans le second cas la normalisation nous donne :

13,mq (2Am)2s+1
1bol = \/ 27rST (25 + 1) (1.251)

Il se peut donc que tout ou partie de l'effet Lamb soit calculable a partir
d’une possible différence entre 1 et r.

1.6.2 Au sujet des probabilités

L’équation d’onde de I’électron est une équation d’onde pour un objet
unique : le principe de Pauli nous interdit de placer plus d’un électron sur
un seul état électronique. Quand la théorie physique a besoin de calculer
la probabilité de 1’émission ou de ’absorption d’un photon (en fonction du
temps) on considére le plus souvent non pas un électron isolé mais un vaste
nombre d’électrons, chacun avec son onde. Il n’y a donc a priori aucun rap-
port entre ces probabilités fonctions du temps, et la densité de probabilité
JO/he (fonction de I'espace). S’il y a un rapport entre ces probabilités de
nature différente, ce doit étre prouvé du point de vue théorique, et validé ex-
périmentalement par des statistiques adéquates. Rien, dans ce qui précéde,
ne nécessite 'existence d’un probabilisme essentiel, différent des probabili-
tés issues des phénomeénes de chaos. Il y a néanmoins toujours une quantité,
le rapport densité locale d’énergie sur énergie totale, qui est un réel positif
dont la somme totale vaut toujours 1, et qu’on peut donc appeler probabilité
au sens de la théorie mathématique de la mesure.

1.7 Trois générations

Lorsque la physique, dans les années 1930, a compris qu’il existait d’autres
particules élémentaires que les seuls électrons et protons, une des premiéres
particules découvertes, le muon, en 1936, n’était pas du tout attendue. Le
muon ressemble & un électron : méme charge, méme spin, mémes propriétés
dans les interactions électromagnétiques et faibles, méme absence d’interac-
tions fortes. Mais la masse propre du muon est beaucoup plus grande que
celle de I’électron (105,6583755(23)MeV /c?). Par la suite on a compris que
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les particules se rangeaient en trois générations semblables, et la particule
correspondant & 1’électron dans la troisiéme génération, le tau, ou tauon,
a été découvert seulement quarante ans plus tard, étant encore plus lourd
(1776,86(12)MeV /c?). Muons et tauons sont instables, avec une durée de
vie de 2.903(5) x 107135 pour le tauon contre 2.1969811(22) x 10~%s pour
le muon, qui est donc beaucoup plus facile & observer.

On se doit donc d’expliquer pourquoi ces trois générations, pourquoi
de telles différences dans les masses, et pourquoi seul ’électron est stable.
Comme les trois particules ont des propriétés trés voisines, on supposera
qu’elles suivent toutes trois un méme type d’équation d’onde, dans laquelle
ne change que le terme de masse. Une formule empirique a été obtenue pour
ces masses par Yoshio Koide en 1981 [84] :

e T 2
Me 1y 1+ 10 = (1.252)

(Ve + g+ ymn)? 3

ot la masse m, de 1’électron (0,51099895069(16)MeV /c?) et la masse du
muon (105, 6583755(23)MeV /c?) sont connues avec une beaucoup plus grande
précision que la masse du tauon. Avec les valeurs expérimentales ci-dessus,
on n’obtient pas tout a fait la valeur %, mais les derniéres mesures de la masse
du tauon sont supérieures aux premiéres publications, et parfaitement com-
patibles avec la valeur % On va donc maintenant considérer la formule de
Koide comme exacte. Koide lui-méme, les divers physiciens ayant travaillé
sur le sujet dont O. Rousselle (communication privée) ont cherché une jus-
tification de cette égalité & partir d’une brisure de symétrie due au boson

de Higgs. La relation de Rousselle s’exprime de la maniére suivante :

2w (3 — k)

k=1,2,3.
3 9 ) &

myp = — V(* + SiIl(e )) i O =0p+
/M

1 3 . J—
\/F = ﬁ + sul(ﬁk)7 = , (1253)

avec comme valeurs approchées :

T 2w
e = —— = —_ — ) —42. °© _4 O,
0 1 +e=0f 3 73° > 5
2w o o
0,=0r+ 3 ~ 197.27°; 0, =0p = 77.27°. (1.254)

Les angles de %ﬂ sont ceux que font les nombres 1, j = e et 72 (les trois

racines cubiques de 1) dans le plan complexe, ce qui ameéne a comparer cette

situation a la figure similaire formée par les racines de l'algébre de Lie de

SU(3), figure a Porigine de ’hypothése des quarks. On va donc étudier :
aﬁ = c’lfl + ZS'I:L = ei(kecizgw); n = O7 1, 2, 96 = —% + €, (1255)

Ve = VK6 +50); /my = VK(S +s1); vz = VE (G +s3), (1.256)
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ou d et e sont des réels dont on peut calculer assez précisément la valeur,
en se servant des valeurs des masses de I’électron et du muon. Avec :

rj=0+sj, j=0,1 (1.257)
ap = ¢ +isy = e —e’(6 ), (1.258)
ay = c} +ist = e = ¢H0e=5) = j2q,, (1.259)
ag = ¢ +isk = et Oe+3) = jay (1.260)
On a alors :
VMe .
ro = = 4§ +sin(f,), 1.261
0 \/[? ( 6) ( )
my 1 3
ry = \/El =0 +sin(f,) =0 — 3 sin(6.) — g cos(fe), (1.262)
S 1
ro = \/T% =0 +sin(d,) =0 — 3 sin(6.) + ? cos(f.), (1.263)
o —T1
cosb, = . 1.264
7 (1.264)
Et puisque 14+ j +372=0et j3=1:
sin(6.) + sin(f,,) + sin(6-) =0, (1.265)
Ak =ch sh=sb i+ rdh=0; sg—i—s’f—l—s]gzo, (1.266)
e + \JTy + /i
30=rg+ri+re= i (1267)
TR
Ceci nous donne :
ry —r1 = V3 cos Oo; 11 +19 =20 —8inb, (1.268)
1
= 5(7“0-1—7”1 +79) —sinb,; sinf. = 370 3(r1 +72),
2, 1 2 Me — Lo m+ m,
tang, = 3 Tf(:1+r2) Y3y ST E V) o)
e Vme — /My,
2,/m NG
0. = Arctan[ } (1.270)
\f( m#)
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L’identité 1 = cos? 0, + sin® 6. nous donne ensuite :

- <7"2 77”1)2 I <2T0 _ }(h +r2)>2

NG 3073
_ 4, 2 2
= 9[7’0 + i+ 1y — (ror1 +r1ire + 1r210)), (1.271)
9
1 7'3 + 77 + 13 — (ror1 + r1ra + rarg)
= (7'0 -+ 1 -+ 7’2)2 — 3(7‘07’1 + r1ro -+ 7"27’0)
=962 — 3(7‘07“1 +rire + 7“27“0), (1272)
3
ror1 4 rire 4 rarg = 36% — T (1.273)
95% = (ro+mr + 7“2)2 = 7“8 + r% + r% + 2(ror1 + 172 + roro)
3
=70+ s 4667 - (1.274)
On a donc :
1
rg+ri s = 3(52 + 5), (1.275)
1 1
UREERE MEPUIRE SEELE 3 (1.276)
(ro+r1+12)? 942 3
2 2 2
rg+ry+r; 2 1 1
— =t St —==20=—. 1.277
(’I“o + 7 -|-7“2)2 3 242 \/é ( )

Obtenir exactement % dans la formule de Koide est ainsi équivalent a mettre
la v?leu; % dans les formules (1.253)). On en déduit les valeurs de m, et
de l'angle € :

m, ~ 1776,969028(39)MeV /c?; ¢ ~ 2,23761847(51)° (1.278)

La valeur obtenue pour la masse du tau est parfaitement conforme aux
derniéres mesures de cette masse. La valeur approchée de 'angle 6. est elle
aussi trés précise. Et comme pour la valeur du rapport de Koide, si proche

de % qu’on est amené a estimer la valeur % exacte, la valeur de € vérifie :

™ T T 2
0, = —14—6——6—0,22222204711N—E—g. (1.279)

Regardons maintenant ce qui se passe si les fractions % et —% sont des
valeurs exactes.PY] On a alors :

T T 2 27
0, = —— =— - -, 1.2
4+e 5 9 3 ( 80)
T w2 27 T 2 T 2
Y/ R 1.281
‘T4 9 3 T 12 9 6 9 (1.281)

31. Ceci a alors pour premier avantage de réduire de deux unités au lieu d’une seule le
nombre des constantes du modéle standard dont la valeur est déterminée expérimentale-
ment.
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Donc on a :
1 T 2 21

— K[— i ( ————— k—)}, k=0,1,2 1.282
NLD 7 + sin 6o 3 ( )
Me = Mo; My = M1; My = My, (1.283)

3 3
ror1 + rira 4 oo = 367 — 1- 1 (1.284)
Me Ty FMr _ 242 402 3 o= TeTMuF M g o)

K 3
K

my = 3K — me — my; 3\/\/; = \/Me + /My + /M, (1.286)

Et donc on obtient :

T2 Ve 1 .
3 96 — Qi — === = = — 987 1287
sin sin ( : 9) 70 JE 7 + sin ( )
VE = Y~ 95 05419727 (1.288)
7 —sin(§+§)

1 1. /2 = V3 2
./m“:m[ﬁ—i—isln <§+E) _TCOS (§+g>:|, (1289)
m,, ~ 105, 6594144827 (1.290)

1 1. /2 = V3 2 7
\/mT—\/?{\ﬁ+§sm (g“‘g) +7005 (§+6>:| (1291)
m, ~ 1776,984971 (1.292)

La valeur obtenue pour la masse propre du muon se trouve alors tout a
fait en dehors de l'intervalle de confiance retenu aujourd’hui. Mais cette
valeur est tout & fait conforme & ce que 'on indiquait il y a un demi-siécle
(105.659 MeV/c?). La masse du muon est-elle connue avec une précision
expérimentale directement issue de nouvelles expériences, ou la précision
est-elle due & une amélioration de la théorie interprétant ces expériences ?
Si la précision expérimentale est nettement meilleure qu’il y a 50 ans, on
devra considérer la valeur 2/9 comme une premiére approximation. Si la
précision sur la masse propre du muon vient seulement d’un meilleur calcul
de cette valeur, on devra chercher pourquoi les 2/3 et 2/9 donnent, avec une
précision extraordinaire, ces rapports de masse.

1.8 La dimension — numérique (invdim)

On définit la dimension — invariante d’une quantité comme la puissance
du rapport de similitude /r dans la transformation de cette quantité par
la similitude R de dilatateur quelconque M de Cl3. On abrége ceci avec
I’acronyme invdim.
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1. Comme ¢ devient ¢' = M¢ et M = /re’’ P, ou P appartient & SL(2,C),
l'invdim de ¢ est 1. L’invdim de ¢, de ¢ = ¢', de ¢ est aussi 1. L’'invdim de
¢! est —1.

2. Ensuite un vecteur contravariant tel que x ou J = Dy = ¢¢f, qui se
transforme en J' = MJM', a une invdim égale a 2.

3. Un vecteur covariant comme V = MV’M a une invdim égale a —2.

4. Puisqu’on a m = m'r et p’ = rp, on peut dire que p a une invdim de 2 et
m a une invdim de —2.

5. Puisque le temps et I’espace varient de la méme maniére, toute vitesse a
une invdim nulle.

6. Comme une accélération est la dérivée d’'une vitesse son invdim est —2.

7. Le potentiel électromagnétique A, dans ’équation du second ordre, est
lié au courant J par un produit scalaire. Ce vecteur doit donc étre, comme
J, un vecteur contravariant. On peut aussi utiliser le fait que le potentiel
électromagnétique est 1ié a ses sources, qui sont les particules ayant une
charge électrique (ou d’autres charges, notamment magnétique, forte et ainsi
de suite). Donc A doit avoir une invdim égale a 2 et doit satisfaire :

A= MAM'. (1.293)

8. Pour que l'invariance de jauge puisse étre compatible avec 'invariance
relativiste, gA doit se transformer comme un vecteur covariant, tandis que
A doit étre contravariant. On obtient donc :

qA=MqAM = Mg MAMM = ¢'re?® Are = 12¢ A,
q=qr% ¢ =g (1.294)

L’invdim de g est donc —4. On peut remarquer que m et ¢ n’ont pas la méme
invdim. Ceci est une différence importante entre la masse et la charge, qui
ont le méme statut d’invariant en relativité restreinte, mais qui ne l'ont
plus dans I'invariance étendue a Cl3. C’est pour cela que la synthése entre
gravitation et théories de jauge a été si difficile jusqu’ici.

9. Ensuite on a :

q= % ; ge = % =a=4q¢; qge=q¢r’e=qe¢. (1.295)
e =re. (1.296)

Une charge électrique, ou une charge magnétique, ont donc une invdim de
4, qui est aussi I'invdim d’une surface.
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10. On a donc :
2 12 4,2
o= % = % = rh/ec . €2 c = herte?. (1.297)
i =rh. (1.298)

La constante de Planck est donc en réalité une variable quand le rapport de
similitude n’est pas réduit a 1, et 'invdim de ’action est 8, c’est I'invdim
d’un volume d’espace-temps (cela convient bien a la thermodynamique re-
lativiste). On peut aussi remarquer qu’il n’est pas cohérent de donner & J°
le statut de densité de probabilité, mais que c’est cohérent pour J°/hc qui
a la invdim attendue : —6.

11. Pour une masse propre mg on a :

mec ., omge . mpe | mgc
- = me=rm =r— s = = o (1.299)
Et ceci donne :
my = r3my. (1.300)

Une masse propre a donc une invdim de 6. C’est I'invdim d’un volume.
Charge et masse propre ne sont plus invariants, et ceci nécessite un chan-
gement dans nos habitudes. Parmi ces mauvaises habitudes dont on doit
se débarrasser au plus vite est la supposition & = 1. C’est un non sens
ici puisque h varie avec r. Toutes ces variations ne contredisent pas l'in-
variance relativiste au sens strict, qui est le cas particulier ot r = 1 : le
concept d’invdim n’est plus pertinent dans ce cas@.

12. La pression, de dimension ML ™'T~2 a donc une invdim nulle.

13. On considére maintenant la part classique F' = VA du champ électro-
magnétique. On a :

F=MV'MA,
MFM ™' = MMV'MAM ™" = re"®'MAM (1.301)
= V' MAre®M~' = V' MAMMM ' =V'A' = F. (1.302)

32. Les variations de r changeant mg et h n’ont aucune conséquence sur les mesures de
masse, qui sont toujours des mesures de rapport entre deux masses. Quand la physique
est passée de la mécanique classique, ou la masse est fixe, & la mécanique relativiste
ol les masses ne sont plus invariantes, seulement les masses au repos, il n’a pas été
nécessaire de changer la masse unité : toute mesure de masse s’obtient & vitesse nulle
dans le laboratoire, ou bien cette mesure est corrigée pour tenir compte de la vitesse de
I’objet dont on mesure la masse. C’est la méme chose ici, parce que toute masse propre
et toute action varient dans le méme rapport (r3 pour une masse propre, r* pour une
action), dans le laboratoire au moment ot on effectue la mesure. Les variations de A, qui
reste un invariant relativiste au sens de 'invariance restreinte, sont donc parfaitement
compatibles avec le remplacement de la masse standard par une action standard, plus
précise et plus stable que le précédent prototype international de masse (IPK).
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Comme M améne un /7 tandis que M~ améne un facteur 1/4/7, le champ
électromagnétique a une invdim nulle et il en est de méme pour les autres
champs de jauge. Tous ces résultats sont cohérents avec les lois de la méca-
nique et de ’électromagnétisme : masse, énergie et impulsion ont la méme
invdim de 6. Une force mécanique ou électromagnétique a une invdim de 4,
ce qui est cohérent avec la force exercée sur une charge puisque 'invdim de
la charge est 4 tandis que 'invdim du champ est nulle.

Le fait que la invdim des champs de jauge soit nulle, et le fait qu’ils se
transforment suivant F/ = MFM ™! est trés important, car ceci implique
qu’un produit F; F5 de deux tels champs vérifie la méme loi de transforma-
tion :

FlFy=ME M *MFE,M™ = MFyFo M~ (1.303)

C’est pourquoi les produits de champs de photons peuvent s’ajouter en-
semble et peuvent suivre la statistique de Bose-Einstein (trouvée en fait
en premier par Louis de Broglie dans sa thése [55]). Pour les champs de la
seconde quantification qui agissent comme opérateurs sur 'onde elle-méme,
ceci permet aussi la définition d’opérateurs de création et d’annihilation.

1.9 Espace-temps invariant

Quand nous avons présenté I’espace-temps double dans le livre du méme
nom [22], nous avons travaillé implicitement avec p sur un pied d’égalité avec
r. C’est naturel car p’ = rp. Plus généralement il n’y a pas de différence
de structure entre un dilatateur M définissant la similitude R, et ¢(x), qui
sont tous deux des matrices complexes 2 x 2, c’est-a-dire des éléments de
I’algebre Cls. Pour étre précis, ¢ est une fonction de I'espace-temps & valeur
dans Cl3, ou, dit autrement, ¢ est un champ de dilatateurs. Par conséquent,
¢, comme M, définit en chaque point de I’espace-temps une similitude Dy,
de rapport p = p(x), par :

Dy: X —x=¢Xo (1.304)

Et les composantes Dy, des quatre vecteurs D, sont les termes de la matrice
de la similitude Dy car on a :

x =xto, = X 0,¢0' = X po,6" = XD, = X"Dlo,,,
x* =DEX". (1.305)
Il n’y a pas de différence de nature entre le produit M’M induisant la
composition des similitudes R’ o R et le produit M ¢ utilisé pour la transfor-

mation de 'onde dans une similitude, et qui induit aussi une composition
des similitudes D, = R o Dy, car :

X = MxM' = M¢X ¢t Mt = (M) X (Mo)t = ¢/ X ¢/ (1.306)
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Donc le X introduit en ne change pas quand il est vu par l'obser-
vateur en x ou par l'observateur en x’. Il est indépendant de 'observateur.
On peut aussi remarquer que la invdim de X est nulle, parce que la invdim
de x est 1 tandis que celle de ¢ ou de ¢ est 1/2. On peut donc appeler
I'ensemble des X 1’espace-temps invariant.

1.10 Impulsion-énergie, force de Lorentz

Le calcul de la force de Lorentz peut étre fait en algébre d’espace-temps ;
cela nécessite I'utilisation de la méthode de calcul expliquée en [82] et [88].
Comme 'onde de I’électron est & valeur seulement dans la sous-algébre paire,
et comme cette sous-algébre paire est isomorphe a 'algébre Cls, il est pos-
sible, et plus simple, de calculer avec Cl3. Premiére question a se poser :
quelle est la densité d’impulsion-énergie qui peut étre attachée a l’onde
de I'électron 7 La théorie quantique des champs déduit cette densité de la
densité lagrangienne, invariante sous les translations d’espace-temps. Mais
la densité lagrangienne pose aussi un probléme : plusieurs références, an-
ciennes [2][I1I] ou nouvelles comme Wikipédia, donnent pour cette densité
lagrangienne :

L = iph — mpp. (1.307)

Outre une erreur de signe, parce qu’ils indiquent une densité d’énergie né-
gative, ces auteurs semblent apparemment ignorer le caractére complexe de
leur densité lagrangienne. D’autres auteurs sont plus preécis [I01] et donnent
pour la densité lagrangienne :

L = R(—ipdv) + minp. (1.308)

C’est mieux, méme si le terme d’interaction électromagnétique est absent,
donc il s’agit d’un électron sans charge électrique! Il faut aussi rappeler que
le passage de cette forme de densité a celle de notre équation d’onde amé-
liorée remplace Y1) = pcos 3 par p et tient compte des deux masses propres.
Il est intéressant de voir pourquoi I’absence de rigueur dans ce domaine de
la théorie n’a pas eu d’impact sur les calculs qui viennent ensuite, et donc
reste inapergue. Cette densité lagrangienne a été obtenue en comme
la partie réelle de 'onde (le corps des réels est, par convention, inclus dans
toute algebre de Clifford sur ce corps), qui est aussi la partie réelle (au sens
des complexes) de la trace de la matrice, puisqu’on calcule en algeébre de
Pauli. Cette trace a aussi une partie imaginaire qui donne la conservation
du courant de probabilité (9,J* = 0). Ceci explique pourquoi la densité
lagrangienne avec la forme complexe est néanmoins correcte, la par-
tie imaginaire étant automatiquement nulle. De plus la formule avec les
complexes est plus courte, plus simple et donc convient bien & une intro-
duction. La raison pour laquelle les deux formules de calcul de £ donnent
les mémes résultats est 'invariance de jauge électrique, associée par le théo-
réme de Noether a la conservation du courant de probabilité. On peut donc
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commencer les calculs & partir de , et utiliser des grandeurs a valeur
complexe pour calculer des densités qui seront néanmoins toutes réelles, ceci
résultant de I'invariance de jauge électrique.

On a vu en [1.5.5] que la densité lagrangienne était somme d’une par-
tie droite et d’une partie gauche. Il en résulte que le tenseur d’impulsion-
énergie lié a cette densité lagrangienne est aussi somme d’une impulsion-
énergie gauche dépendant de 'onde gauche n et d’une impulsion-énergie
droite dépendant de l'onde droite £ (mais avec en commun, dans les deux
parties de la somme, le vecteur v et Pangle 3, qui dépendent de £ et n).
On retrouvera au chapitre 2 cette importante distinction entre onde droite
et onde gauche, une partition qui est invariante sous Cl3, donc invariante
relativiste. L’idée que ces ondes gauche et droite sont les champs fonda-
mentaux, nous la devons a G. Lochak [89]-[95]. Il est parti de la pour sa
théorie du monopole magnétique. Cette partition gauche-droite de I'onde
est en fait importante pour toutes les densités tensorielles qu’on obtient a
partir des spineurs. L’existence d’un tenseur d’impulsion-énergie Ty pour
les ondes droites et d’un autre tenseur 77, pour les ondes gauches entraine
I’existence de deux tenseurs d’impulsion-énergie, le tenseur de Tétrode
T =Tr+Ty et le tenseur V =T, — Tk dont O. Costa de Beauregard avait
noté existence et le caractére ininterprété jusqu’alors. [54] L’interprétation
de ce tenseur est donc simple, c’est la différence entre I'impulsion-énergie
droite et 'impulsion-énergie gauche. Pour I’équation de Dirac on a :

m Mg

m m
TH = ok Ay = R Ak 1.
v = ey T V= S T g T (1.309)
Ty, = 5}%[7)”0“( — 10, + qA, + mgy(cos B)vu)nl} = %(n”o“dl,nl),
d, = —i0, + qA, + mgy(cos B)v,, (1.310)

TH = %[g”au( — 8, + qA, + mg(cosﬂ)v,,)gl} = R(eLT5Hd, €L).

Pour I’équation améliorée, on a toujours (|1.309|) Les tenseurs T}, et Tg se
simplifient en :

Tr, = %[n”a”( — 10, +qA, + mgvy)n1]7 (1.311)
Th, =%

[5”3“( — 0, + qA, + mgvy)sl} . (1.312)

Utilisant ’algébre d’espace-temps, Hestenes [78] Einterpréte le tenseur d’im-
pulsion-énergie T'(u) = T'(u,x) comme donnant le flux d’impulsion-énergie

33. Pour obtenir la dynamique de I’électron, Hestenes s’est servi d’un tenseur différent
[78], contenant seulement les termes différentiels. Cependant il a ajouté une partie élec-
tromagnétique, son tenseur est donc identique au notre. Le calcul d’Hestenes est plus
compliqué car ne séparant pas une partie droite et une partie gauche. Ce n’est qu’avec
un choix adéquat des matrices v, que I’on sépare aisément partie droite et partie gauche.
Mais Hestenes, parce qu’il n’utilise que ’algébre d’espace-temps Cl1 3, différente de I’al-
gébre M>(C) des matrices de Dirac, n’utilise jamais les commodités du calcul matriciel.
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a travers une hypersurface de normale u au point d’espace-temps x. C’est
une fonction vectorielle d’une variable vectorielle[q :

T(u) =T(u,0*) =u,T(c"). (1.313)
Donc ce tenseur est complétement défini par les vecteurs :
™ =T(o"), (1.314)
qui vérifient :
T =Tko" ; T =T". 0,. (1.315)
On obtient alors, avec I’équation améliorée :
0u,TH =(0,T})o", (1.316)

7

6MT£LV :§8M[_771TUN61/771 =+ (8V771T)U#771} + 8#[(‘1141/ + mgvy)DlL“],
1 - ~

0uTh, =5 0u[-€115"0,6" + (0,6 1)5"¢'] + (g, + mqv)DY]

ou les dérivées partielles commutent, et le courant J se conserve. On a alors :

Oul(qA, + mgVu)DlL#] = (g0, Ay + mga/tVV)DlL# + (¢4, + mgVu)aﬂDlLu

= (qOu Ay + mg0, v, D} (1.317)

ul(qAy, + mgvy)D}%“] = (¢9,A, + mgauvl,)D}%“ + (qA, + mgvy)auD}%“
= (¢0u Ay +myd, v, ) Dt (1.318)
On a alors :

0T, %[—(Wl)*@ml —'10,(Vn') + 8,(Vn")'n' + a.n' V']
+ (g0, Ay +myd,v,)DJ, (1.319)
0T, =2 [~(TE)10,6" — 10, (V) +0,(Ve) e + 0,619
+ (g0, Ay +myd, v, )DL (1.320)
Puis on utilise les équations d’onde de n' et de £ qui équivalent au systéme :
V' = —i(gA+mgv)n'; (Vn')T =in'T(gA +myv),
Vel = —i(gA+m 0)EY; (VEHT =it (gA + myv). (1.321)
On obtient alors
0uTL, = [a(0u Ay — 8y Au) +mg(9v, — 8V, )IDF,
0uTh, = 140 Ay — 0, Au) +my (9,7 — dyv) DY, (1.322)
kO, TF = q(9,A, — ,A,) (%Dy + %D};) + 9™ (g v, — B,v,)T0

34. Pour la relativité générale, la physique quantique semble indiquer que les vecteurs
sont les seuls tenseurs utiles.
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Les champs électromagnétique F' et gravitationnel G s’introduisent ici avec :
F, =0,A, —0,Au Gu =0,y — 0. (1.323)

On obtient alors :

9, T = qFW%J“ 4 My g, (1.324)
%J - %Dg + %D}%. (1.325)
Lorsque m ~ 1~ r et avec le champ total :
F:=F+ %G, (1.326)
on obtient :
0,T" ~ (F, + %GW)QJ”U” =F,,q)0". (1.327)

On obtient alors la relation de Lorentz pour un vecteur d’espace-temps j
(densité de charge — densité de courant électrique) sous la forme relativiste :

j=aq)= k(DLJrDR) 0,T" =F,,j'o". (1.328)
Donc avec :
F=F+iH
i=ql=pe+j; f=1fo+1, (1.329)

ot E est le champ electrlque H est le champ magnétique, Pe,est la densité
de charge electrlque j est la densité de courant électrique et f est la densité

de force, (|1 est équivalent & :

— —

f=pE+jxH; fg=E-]J. (1.330)

Ceci est trés important pour 'unification des lois physiques : en dehors de la
force de Lorentz que I'on obtient comme conséquence de ’équation de Dirac,
linéaire ou améliorée, seul le champ de gravitation est capable de donner
la force gravitationnelle comme une conséquence des équations du champ.
On peut méme dire que la mécanique quantique relativiste fait mieux que
la relativité générale, car elle obtient ce résultat avec une charge quantifiée,
finie, alors que la force gravitationnelle n’est obtenue que comme un cas
limite, pour une masse infinitésimale. On peut donc dire que le modéle
standard, dans la forme complétement relativiste utilisée ici, est au moins
aussi apte que la relativité générale a obtenir le mouvement des sources du
champ a partir de la loi d’évolution du champ.
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1.11 Le champ électromagnétique

Les lois de I’électromagnétisme, en admettant ’existence de charges ma-
gnétiques (monopodles magnétiques), se réduisent aux deux lois simples sui-
vantes (le calcul détaillé est en A.3.10) :

F=VA+iB; VF =j— ik, (1.331)

ot F est le champ électromagnétique (bivecteur d’espace-temps), A le poten-
tiel électrique et j la densité de courant électrique, B le potentiel magnétique
et k la densité de courant magnétique. A, B, j et k sont des vecteurs d’espace-
temps, par exemple j comporte un vecteur d’espace Iet une composante de
temps qui est la densité de charge électrique. En présence de charges et cou-
rants magnétiques, les lois de 1’électromagnétisme sans charge magnétique
ne changent que par l’ajout de potentiels et courants magnétiques. Comme
F=—Fet F=—F% onaausecond ordre :

OA+iB = (VV)A+iB = V(VA+iB) = VF =] + ik (1.332)
F=F,+F,; F,:= Vﬁ; F, = V(i/E); OA=j, OB=-k (1.333)

Comme J est la somme des courants chiraux, on étudie les champs gauche
et droit tels que :

—~1 —~1
Fr,:=ViD;; Fr:=ViDp. (1.334)

Le champ gauche F7, vérifie :

Fy = Ep +iHp = (~i)(9 — 9)(D}° — D})

= —id,D}* 4+ (9D} + dDI%) + & x D}. (1.335)
On obtient donc :
0=9,D;" (1.336)
Hp = 8D} + D% E; = x D}. (1.337)
Le champ droit Fg vérifie de méme :
0= ‘%D}%’L (1.338)
Hp = 8,Dk + dDY; Er = 8 x Dk, (1.339)

On écrit les dérivations covariantes de ([1.208)), pour I’équation améliorée,
sous la forme :

dy, = —i0, + 5.5 s, = qA, +mgv,. (1.340)

Les équations d’onde de n' et ! s’expriment alors sous la forme :
oot = —iots,m’', (1.341)
G109, = —iots, &l (1.342)
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Les densités tensorielles d’impulsion-énergie gauche et droite s’écrivent avec
(1.205)), tant pour I’équation de Dirac que pour ’équation améliorée :

1 .
T;’Ll’ - 92 {”ITU“(*Z@UI =+ 51/771) + (Zavn” + Syan)Uunl}

= % [ —ntoro,nt + (31,1717)0“171} + s,n T ornt, (1.343)

T, = % {5”8“(—@51 +5,8") + (10,6 + syg”)aﬂgl}

= % [ = €310, + (D,65¢" | + 5,6 T, (1.344)
L’équation améliorée donne pour 'onde gauche :
o' 4 or0int = 020on* + 0303n" —i(s0 + 510" + 5207 + 530°)nt, (1.345)
Multipliant & gauche par n'fo! on obtient :
n'Totdon' +n'ton!
= in*Ta30unt —intTa20snt — in'T(soot + s1 — io3sy +io%s3)nt. (1.346)
En prenant I’adjoint, puis en ajoutant, on obtient :
do(n'Totn') + o1 (n'Tan")
=in"Todon’ —i(0an')o®n" — 250" oy + 2s3n' T 0%y’
—intTo?0snt + i(9sn' ot (1.347)

Il faut noter que le présent calcul est complétement dépendant de la di-
mension trois de 'espace. C’est lié a I'existence du produit vectoriel et du
produit mixte, par l'intermédiaire de la dimension 1 + 3 4+ 3 + 1 de l’al-
gébre Cl3, qui donne 010203 = 7, etc. Ces égalités sont & peu prés invisibles
lorsqu’on se cantonne a ’algébre de Clifford de ’espace-temps. On obtient :

(90Di1 + 81D1L0
Hj

—2T3, + 277,
2(TE, —T3,). (1.348)

Une permutation circulaire des indices nous donne :
H}J = 2(T53 - ng)v
2 3 1
Hp =2(Tgy — Tps), (1.349)
3 1 2
Hy = 2(TL2 - TLl)v
En repartant maintenant de (|1.346|) et en soustrayant, on obtient :

nMotdont — (Bon oyt + 2isonttoln!

+n'e%nn' — (010" M)o"n' + 2is1n' "' (1.350)
= i0y(n'Ton") —ids(n'To’n").
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En divisant par i et en permutant les indices, on obtient :

E} = 2(TL10 +T7,),
E? =2(T?, +TY,), (1.351)
E} = 2(TLlo +T71).

Le lien étroit obtenu ici entre le champ électromagnétique et le tenseur
d’impulsion-énergie de 1’électron est donc propre & ’espace de dimension
trois. C’est une raison suffisante de suivre Baylis [2] et de préférer Cl3 a
Cly 3, algébre d’espace-temps utilisée précédemment par de nombreux phy-
siciens, comme Hestenes, Boudet, Lasenby. Aucun d’eux n’a obtenu les rela-
tions 7 parce que ’algébre d’espace-temps n’est pas I'outil idéal pour
distinguer gauche et droite. L’équation de Dirac nous donne pour les ondes
droites :

8051 + 0'18151 = 0'28251 + 0'38351 — i(S() + 8101 + sq09 + 830'3)51. (1.352)
Multipliant & gauche par £'foq on obtient :

€151 00" + €115%01€" +i€115%0,8" — i€ 152 05¢
= —i(soDH + s1DR + 53D —is3DiF). (1.353)

Puis on utilise ’adjoint et on ajoute, ce qui donne :

DY + DY = 2T}, — 2T%,, (1.354)
Hp = 2(Ths — Tha),
Hf, = 2(Ty — Tgs), (1.355)

3 1 2
Hp =2(Tgy — Th)-
Tandis qu’en retranchant, on obtient :

Eg = 2(Tro + Thy);
E% = 2(Tfo + Tho), (1.356)
E} = 2(Thy + Tia)-

En considérant le champ électromagnétique complet, avec partie gauche et
partie droite :

— L= mCL ma
F=FE+ifd="2p +Mop 1.
+ i et R (1.357)
_ My = My = _ Mg = My =
E="tapg + g, g2, o 1.358
LT g OR R ( )
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ceci nous donne :

H! = %Hi n %H}%
= 2:;“ (T75 — Tis) + %(Tés —Thy)
=2(T2 —T3). (1.359)
Et de méme :
B = LB} - TtE}
= QZ;Q (Tro + T11) + %(T}%O +Thy)
- 2(%@0 + %T}{O) + 2(%T£1 + %Tﬁl)
=2(Ty +T7). (1.360)
Si donc on suppose :
B= %J _ %Di n %D}z; F=FE+iH = ViB, (1.361)
alors on a :

H' =2(T§ - T3); E' =2(Ty + 1Y),
H? =2(T} —T)); E* =2(T¢ +TY), (1.362)
H? =2(Ty = T¢); E° = 2(T5 + T3).

Les composantes du champ électromagnétique sont donc somme et différence
des composantes du tenseur d’impulsion-énergie de 1'onde électronique, le
tenseur de Tétrode T'. Ce champ électromagnétique est un champ purement
bivectoriel, (F = E +iH ) sans partie scalaire ni partie pseudo-scalaire :
(F=a+E+iH+ibavec a =0 et b=0). Cela vient du fait que F est
le gradient d’un pseudo-vecteur d’espace-temps (donc sans partie pseudo-
scalaire) et de divergence d’espace-temps nulle, donc sans partie scalaire et
cela vient aussi de la conservation des courants Dy, et Dg. On a vu en 1.8
que le champ F' est de invdim nulle, car il se transforme, sous une similitude
induite par un dilatateur M de Cl3 comme : F +— F' = MFM ™.

Le potentiel A présent dans I’équation d’onde ne peut étre confondu avec
le potentiel ¢B, qui n’est pas un vecteur d’espace-temps mais un pseudo-
vecteur. En outre le potentiel A, on I’a vu dans le cas de I’atome d’hydrogéne,
est exactement en 1/r. On a :

(A +iB) = q(j — ik); OA=gj; OB = —gk. (1.363)
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Donc le potentiel A n’est pas proportionnel & J, mais dépend du courant
par I'intermédiaire du dalembertien :

A=0"1ed), (1.364)

ce qui ameéne le calcul avec les potentiels avancés ou retardés des fonctions
de Green.

Le champ électromagnétique n’a pas en propre une densité lagrangienne
et un tenseur d’impulsion-énergie associé, parce que le champ électro-
magnétique lui-méme est cette impulsion-énergie. Dans la lumiére,
ceci est directement 1ié & I'existence de quanta d’impulsion-énergie, comme
Einstein ’a compris en 1905 [67], quanta nommés aujourd’hui photons.

1.12 Le principe d’exclusion de Pauli

Le calcul des niveaux d’énergie dans le cas de Iion He™ fut considéré
comme un succés majeur du modeéle de Bohr, ot I’électron est une particule
ponctuelle chargée se déplagant dans le champ électrique créé par la double
charge du noyau. Lorsque, par la suite, 'onde quantique de ’électron fut
découverte, le calcul devint beaucoup plus difficile, notamment parce qu’il
a fallu expliquer pourquoi les deux électrons d’un atome d’hélium neutre
ne peuvent pas occuper le méme état. Cette impossibilité fut de plus gé-
néralisée par Pauli : la liste des nombres quantiques caractérisant chaque
état quantique est nécessairement différente pour chacun des électrons d’un
cortége électronique (principe d’exclusion), dans n’importe quel atome. On
a rendu compte de ce principe en supposant que ’onde d’un systéme de
deux électrons était le produit antisymétrique v = 119 — Y911 de 'onde
de chaque électron [59]. Méme dans le cas non relativiste, d’ondes a valeur
dans C, cela entraine des difficultés, parce que I'onde v devient une fonction
de sept variables, les trois coordonnées spatiales de chaque particule, plus le
temps. Et pour un atome comportant n électrons, 'onde devient une fonc-
tion de 3n + 1 variables. Méme si 'utilisation d’un espace de configuration
est usuelle en mécanique hamiltonienne, c’est forcément étrange par rapport
au champ de gravitation, qui ne change pas de nature quand on casse un
objet en deux parties séparées. Et les difficultés sont encore plus grandes
quand on doit tenir compte du spin, parce qu’avec le spin 1/2 'onde est a
valeur dans C? avec I’équation de Pauli, et dans C* avec 1’équation de Dirac.
Or C* n’est pas un anneau, donc on utilise un produit tensoriel pour pouvoir
antisymétriser 'onde. On retombe sur la difficulté du changement de nature
de l'onde suivant le nombre de particules, qui éloigne toute perspective de
champ unitaire incluant la gravitation.

La mécanique quantique non relativiste utilise une équation d’onde li-
néaire, ce qui rend compte de l'addition et de la soustraction des ondes
et permet donc une explication simple des phénoménes d’interférence. En
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conséquence, c’est de la multiplication que ’on se sert pour justifier le prin-
cipe d’exclusion, pour un systéme de deux électrons on suppose :

Y12 = P12 — Yo = —Pa1; Y11 = 0. (1.365)

Or nous disposons maintenant d’une équation d’onde non linéaire, pour
laquelle la somme de deux fonctions d’onde solutions de 1’équation d’onde
n’a aucune raison d’étre, sauf possible exception, une solution de ’équation
d’onde. La premiére version du principe d’exclusion, s’exprime simplement
par : pour les électrons des atomes et pour chaque liste de nombres
quantiques, un seul électron peut étre présent. Sil’électron est I'onde
électronique et rien d’autre, 'exclusion est automatiquement réalisée si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

1- Pour chaque liste de nombres quantiques, il existe une solution unique
a I'équation d’onde. On explique au chapitre C pourquoi, avec 1’équation
ameéliorée, cette régle est toujours satisfaite.

2- La somme d’une fonction d’onde avec elle-méme est impossible. Et
c’est aussi le cas si 'onde est normalisée et si 'ajout des ondes concerne
aussi les courants, car on a :

(1 + do|d1 + d2) = (D1]01) + (P2|d2) =1+ 1 =2,
(04 ¢lo+ d) = 4(0l9) =4 # 2, (1.366)

or la normalisation vient de l'identité entre la masse-énergie de 'onde et
la somme sur tout l'espace de la densité d’énergie de I'onde. L’impossi-
bilité d’avoir deux électrons dans le méme état peut donc découler de ce
que les courants gauche et droit des deux électrons s’ajoutent (addition des
potentiels électromagnétiques) et de ce que les densités d’énergie, compo-
santes de temps du tenseur de Tétrode, s’ajoutent également (addition des
champs électromagnétiques). De plus les lois de la mécanique comportent
I’additivité des moments cinétiques, qui se traduit en mécanique quantique
relativiste par I'addition des nombres quantiques magnétiques A. Comme
ces nombres quantiques peuvent étre négatifs, cette addition des moments
cinétiques peut se traduire par une soustraction des nombres |A|. La forme
générale des solutions de ’équation améliorée, en coordonnées sphériques,
est (voir le Chapitre C) :

6 — QX PP Eis, x <AU —_CV> o D0/
, BV DU )’ rvsin 6 7
A A
U/ — Sil’leU = *HV; V/ + @V =rU. (1367)

ol k est un entier naturel non nul, et ot A peut prendre toutes les valeurs

demi-entiéres depuis —k + % jusqu’a Kk — % Les fonctions A, B, C et D

sont des fonctions de la variable radiale r & valeur complexe, solutions du
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systéme radial :

(E T 9)17 D —i%B1emA =,
r T
(0% c S/ K i
<E+—)B—HB +ipt1emo=o,
' '
(E + g)A +id +isC—re D =0, (1.368)
T T
(E n g)C i —i%A _remB =0
T T

ou ry est un réel quelconque. Comme A peut étre positif ou négatif et comme
soustraire équivaut & ajouter I’opposé, on peut ne considérer que 1’addition
des nombres quantiques A. Pour deux ondes électroniques, quand les élec-
trons ajoutent leurs nombres quantiques magnétiques A\; et Ao leur onde ne
peut pas avoir pour nombre quantique magnétique Ay + Ao, qui n’est pas
un nombre demi-impair, mais un entier, ce qui rendrait la fonction d’onde
¢ multivaluée. L’onde du systéme est donc nécessairement la somme d’une
onde de nombre quantique magnétique Ay + Ao + % et d’une onde de nombre
quantique magnétique A\ + Ay — % Pour les nombres k, qui sont positifs, le
nombre x devient k1 + ko — 1, ce qui ajoute les j1 = k1 —1/2, jo = ko —1/2,
ou K1 — ko qui retranche j de j; et n’est possible que si kK1 > Ko.

O =¢1+ P2 = P2+ 91, (1.369)

- [()\1+>\2+L)¢,MXO]. - A1U1 —701‘/1
¢ = QXqe 2 z ;o Xi= BV, DUy ) (1.370)

MAAetg
- "2y, =

Ul 7 —(Kk1 4 Ko — 1)V, (1.371)
A+ Ao+ 3
Vi + 22 Ty = (k1 + K2 — 1)U,
sin 6 B
by = QXpeln+ra— D= BEEL0) y (12252 _DC?U%) . (1.372)
2V2 2U2
A+ —3
Uj — %Ug = —(k1 + k2 — 1)Vh, (1.373)
A+ — 3
PR ALl LV SR
sin 0

C’est la commutativité de la somme qui donne le caractére indiscernable des
deux électrons : on ne peut pas savoir lequel est lequel. Notons aussi que
la participation & un systéme d’électron n’abolit pas l'existence de chaque
électron, avec pour chacun ses nombres quantiques, et simplement ajoute &
ces ondes individuelles 'onde (ou les ondes s’il y a plus de deux électrons) des
systémes ajoutant les phases et les nombres quantiques. En tenant compte
du fait que la masse et la charge électrique de deux électrons sont doublées,
les fonctions radiales ne sont plus celles des électrons isolés, et satisfont les
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systémes :
(E1 +E2 ) i - ;i + K2 — B1 T lef™ Ay =0,
(E1 +E )B1+zBl %Dl-kleihclzo,
(El + Es n 7)141 +idl + L@lc& —re "Dy =0, (1.374)

ou Z est le nombre de protons contribuant au potentiel électrique, et r; est
un réel quelconque,

Ey + E .
( L )D2_2D2 mBz-ﬁ-lemz‘b:O,
T
E —I—E K1+ K :
(== )32 +iBy+ %DQ +1eimCy = 0,
E,+ FE -1 ,
(2= ‘ 2 )A2 iy 4R o peminp, — 0, (1.375)
E1+ E Z 1 -
(71 + Z + a)cz ey — iR T g, yeminp, =0,
2 T
ol 7y est un réel quelconque. On notera que, dans le cas particulier ou
K1 = /<;2 = 1 et ou les deux nombres quantiques magnétiques possibles
A= 2 et Ay = —% sont, occupés, ces nombres quantiques ne changent pas,
puisque k1 + ko — 1 = 1, que )\1+)\2+2 = 5 et que )\1—&—)\2—7——5.

Dans le cas d’un systéme de trois électrons d’ondes ¢1, ¢o et ¢3, ce qui
précéde s’applique a chacune des trois paires constituées des électrons 1 et
2, des électrons 2 et 3, 1 et 3, plus une onde formée avec les trois électrons.
Et ainsi de suite pour les systémes de n électrons.

1.13 Forme itérative de I’équation améliorée

On calcule j(b :

Jo = ¢ppp = dpe'®. (1.376)
En utilisant la conjugaison P on obtient alors :
7 —ig —i g~
Jop = pe™Pp; e o= ;(b. (1.377)

Avec (1.109)) et ((1.110]), on définit le vecteur unitaire :

V:v“U#:%;V~V:VV:—:—:1; v=v . (1.378)
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De méme on obtient le terme de masse :

(1 0\ /r 0\ _ (lIr 0O o
mm(O r> (O 1><0 rl)mg (1.379)

Ceci permet d’écrire 1'équation d’onde améliorée sous la forme [48][50] :

A

6 = —F(Voos1 +qAG)—. (1.380)
g

En conjuguant, cela nous donne I’équation sous forme fonctionnelle récur-
sive :

¢ = f(9); f(6) = —v(Voas + qA¢)7‘ (1.381)
my
On obtient alors en itérant :

¢ =f(f(®); &= f(f(f(9),... (1.382)

Pour avoir uniquement des multiplications a gauche, on utilise la forme

décroisée :
iVn' = qAn' +Ivn'; iVn' =pin's pr = qA+1v,
iVEY = qAE +1v€Y iVEY = Pré"s Pr = qA + V. (1.383)
Ceci donne au second ordre :
iVt = V(pn'); iVVE = V(préh). (1.384)

Itérant I’équation d’onde une fois, on obtient des dérivées secondes, on se
sert alors du dalembertien :

O0=VV=VV=083—8, — 03— 3. (1.385)
On obtient :
iOn' = (Vpo)n* + 2p50un' = pLV",
i0¢! = (V(PR)EY) + 20%0,6" — prVEL. (1.386)
On pose : R
F:=VA; F,:=Vpy; F.:=VDg. (1.387)
Ceci donne :
W0 —pr-pe)nt = Ein* + 204 0,n", (1.388)
i(O—pr-pr)€" = F¢" +2p40,8" (1.389)

Ces équations sont plus semblables du coté gauche, mais c’est seulement
parce que le dalembertien efface toute différence entre VV et VV. Deux
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remarques : ces équations ne sont pas des équations de Klein-Gordon, exac-
tement comme dans le cas de I’équation linéaire de Dirac, ou 1’équation
du second ordre comporte aussi un terme A*J,,. Ce résultat est plutot bien
caché dans la plupart des manuels, qui affirment obtenir I’équation de Klein-
Gordon au second ordre, et qui pour ce faire présentent un électron sans
interaction électrique, donc sans réelle existence physique. Ensuite le champ
électromagnétique s’introduit avec deux champs chiraux Fj et F.. On a :

pJ
0

V= v(2) = vy = v%) — V(I =G (1.390)

< )

Ces champs vérifient :

F, =qF +1G; F, = qF 4+ rG. (1.391)
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Chapitre 2

Interactions faibles
(Cas des leptons)

On utilise 1’algébre de Clifford Cl33 pour décrire les ondes
de tous les fermions et anti-fermions de la premiére génération.
Ceci inclut un monopéle magnétique qui est aussi le neutrino
complet, avec onde gauche et onde droite. On étudie les nou-
velles densités tensorielles qui proviennent de I’extension de ’onde
de l’électron. On transpose a l’algébre de Clifford la dérivation
covariante du groupe de jauge électro-faible. Cette dérivée co-
variante est compatible avec le terme de masse de 1’équation
d’onde améliorée de I’électron. On généralise a ’onde leptonique
la densité lagrangienne de 1’électron ainsi que son double lien
avec les équations d’onde. La récursivité des équations d’onde
permet d’obtenir les propriétés des bosons de jauge. L’onde lep-
tonique est invariante de forme sous Cl3. Son groupe d’invariance
de jauge est le groupe U(1) x SU(2) des interactions électro-faibles.
On obtient aussi la valeur de la charge de chaque particule et
antiparticule. Les contraintes imposées par ce groupe de jauge
permettent de calculer les potentiels de jauge et de simplifier
I’équation d’onde. Le cas particulier de I’électron fixe la valeur de
Pangle de Weinberg-Salam & 30°. On étudie la densité tensorielle
d’impulsion-énergie. On obtient la force de Lorentz. On déduit la
dynamique du monopdle magnétique. On étudie la densité tenso-
rielle de moment cinétique, on déduit la quantification du moment
cinétique a partir de I'invariance du moment cinétique sous CI3.
Enfin on présente une solution de type soliton pour 1’électron
n’interagissant qu’avec lui-méme.

101
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2.1 De I’'onde de I’électron a ’'onde compléte

Au Chapitre 1 on a attribué une invdim de 1 & 'onde de I’électron, et
on a vu que le champ électromagnétique a une invdim nulle. Donc certaines
quantités ont une invdim tandis que d’autres non. L’origine du concept de
invdim est la physique quantique relativiste. Puisque la théorie quantique
des champs remplace le champ électromagnétique par un champ d’opéra-
teurs de création et d’annihilation, on supposera aussi le champ fermionique
comme un champ d’opérateurs :

U de, e =T(d); ¥ € End(Cls): x = ¢peXoe. (2.1)

ou X appartient & la partie auto-adjointe de Cls, et ¢, est 'onde de 1’élec-
tron. Ceci est le quatriéme changement important que 'on introduit ici :
I’espace-temps n’est plus un point de départ, mais la conséquence
des valeurs de 1’onde fermionique. Cela sera essentiel pour intégrer la
gravitation dans la théorie du tout au chapitre 4. Le x = x*0, € Cl3 est
I’élément général de I'espace-temps de la relativité restreinte, et 1’élément
général de l'espace-temps tangent en relativité générale. Le temps est la
quatriéme composante : x = c¢t. On n’a pas besoin de dimensions supplé-
mentaires pour la variété d’espace-temps.

Pour la premiére génération de fermions fondamentaux, le modéle stan-
dard comprend seize fermions : huit particules et leurs antiparticules. Nous
venons d’étudier le cas de ’électron et de son antiparticule le positron. Ces
objets ne sont pas les seuls dans le modéle standard. Ils sont seulement des
exemples de ce que 'on appelle fermions. Dans la matiére ordinaire com-
posant les atomes, d’autres fermions existent, qui forment les protons et les
neutrons des noyaux, les quarks de couleur. Outre I’électron et son neutrino
ainsi que leurs antiparticules, la matiére ordinaire forme ce qu’on appelle la
"premiére génération". Chaque génération comprend deux quarks avec cha-
cun trois états de couleur. Donc on obtient huit ondes semblables & I'onde
¢ de I’électron. On étiquette ces ondes de un & huit. Chacune de ces ondes
ainsi nommeées comporte une onde gauche et une onde droite (y compris le
neutrino). On étudie dans ce chapitre le cas général, alors qu’en [29] on avait
simplifié ’étude en ne considérant que les ondes gauches et en négligeant les
ondes droites des quarks. En [51] 'image suivante résumait la situation :
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Les quarks de la premiére génération sont appelés u (up) et d (down), et le
couple d — u est semblable & n — e dans les interactions électro-faibles, avec
cependant une différence puisque la charge électrique du quark u est §|e| et
celle du quark d est — % le|. Dans le secteur leptonique de chaque génération,
la charge de l'antiparticule apparait opposée a la charge de la particule.
Comme on ’a vu au chapitre 1, ni la charge ni la masse ne changent vrai-
ment, mais ’équation d’onde change parce que toutes les dérivées partielles
changent de signe, et les parties droite et gauche des ondes sont échangées.
Sans cette identité entre I'onde de la particule et celle de I'antiparticule,
on devrait compter non plus 64, mais 128 parameétres, et End(Cl3) n’offre
que 64 dimensions. Les trois "charges de couleur" sont appelées r, g, b (red,
green, blue). L’onde leptonique que nous étudions dans ce chapitre corres-
pond aux cases en blancs au centre de la figure. Les ondes des quarks sont
placées dans les cases périphériques de la figure. On les étudiera au cha-
pitre 3. La figure montre deux symétries qui sont toutes deux des symétries
gauche droite : on a placé les ondes gauches a gauche et les ondes droites &
droite. On rappelle que le groupe d’invariance relativiste agit différemment
sur les ondes droites R™ et les ondes gauches L™, c’est précisément l'origine
de cette symétrie. Le groupe d’invariance élargie Cl3 est aussi l'origine de
la seconde symétrie, entre la partie haute du diagramme, ot il agit par mul-
tiplication & gauche, tandis que ’action sur la partie basse de la figure est
une multiplication a droite.E| Cette seconde symétrie échange, par exemple,
les quatre cases rouges : celles de la partie haute contiennent les ondes L2
et R? du quark d de couleur r, et celles de la partie basse contiennent les
ondes L% et R® du quark v de couleur r. Cette double symétrie est bien
connue en théorie des groupes et algébres de Lie : les groupes GL(n, C) ont
quatre sortes de représentations. Dans ces symétries, quarks et leptons sont
trés semblables.

Pour chaque quartier de la figure on a une case blanche et trois cases
colorées, donc 'onde compléte de premiére génération, leptons et quarks
compris, vient d’'un méme objet mathématique lié¢ & Cl3 puisqu’il prend ses
valeurs dans l'algébre End(Cl3) de tous les endomorphismes sur 'espace
vectoriel Clz. Or cet anneau des endomorphismes est aussi une algébre de
Clifford, c’est Cl3 3 (on étudie cette algebre en. Cette algébre est un es-
pace vectoriel de dimension 64 sur le corps des réels. Donc on se servira de la
fonction ¥, & valeur dans Cl3 3, comme onde quantique de seconde quantifi-
cation. Cette algébre contient huit espaces vectoriels supplémentaires sem-
blables a Cl3. On se servira de ces huit espaces vectoriels pour obtenir huit
ondes linéairement semblables & celle de 1’électron du chapitre 1. Avec
on obtient :

: U +i0, U, 4V
@33 = r e 2.2
<\I/T - \Ifg \I/l - Z\I/b> ( )

1. Cette symétrie, qui inverse I'ordre de tous les produits est appelée en algébre de
Clifford réversion (voifA.1J.
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Uy =P —ily = V' =a+ A+ (i—i(g+ci), (2.3)
(s @ e (% %)
iV, =Py +ily = (;%1 Zg:) ’ (2.4)
iV, = Ps+ils = (i%i-"g ig:gf’) , (2.5)
iUy =Py +ily = (ﬁ”h Zqif;”) . (2.6)

L’onde globale ¥ est donc composée de deux sortes de termes : ¥; qui est un
terme seul de son espéce, et ¥,., U,, Wy, qui sont trois termes semblables,
tous différents de ¥;. La distinction entre une partie leptonique ¥; et la
partie des quarks (¥,, ¥,, U) n’est pas postulée, elle vient directement de
la nature mathématique de 'onde quantique compléte.

Dans ce chapitre on étudie 'onde ¥;, qui est une fonction de I’espace-
temps & valeur dans Cl3 ;. Et comme ¢ est le trivecteur de Cl3, qu’il commute
avec chaque terme de Cl3, quand on restreint la matrice de ¥; & sa premiére
ligne contenant les indices 1 et 8 on peut considérer une fonction a valeur
dans C'l3 1 comme une fonction & valeur dans Clz x Cl3 :

U = (g —ipn) = (o8 ¢%1) € Cl3 x Cls. (2.7)

L’onde ¥; se compose de deux ondes similaires, ¢. = ¢' qui est, dans ce
cadre de la seconde quantification, 'onde de I’électron. L’onde électronique
joue donc un role dual trés spécial, étant a la fois incluse dans Cl3 et dans
End(Cl3) grace a et a (2.3). Donc on peut dire que I'électron est & la
fois un exemple de fermion, et le fermion typique. L’onde ¢,, = ¢%' est 'onde
du neutrino, mais aussi ’'onde du monopdle magnétique de Lochak quand
son onde droite n’est pas nulle. Ce sont les effets observés sur les monopoles
magnétiques [104] [52] [53] qui ont amené hypothése d’une masse propre
différente pour les ondes gauches et droites. On a précédemment placé les
ondes des antiparticules sur la seconde ligne de chaque matrice, dans les
relations similaires a - de 50} 5I]. Avec la conjugaison de charge
étudiée en la seconde ligne de la matrice est entiérement déterminée
par la premiére ligne, la conjugaison P étant un automorphisme involutif, et
on peut utiliser ad libitum la matrice compléte élément de Cls 1 ou juste la
premiére ligne, permettant de travailler avec Cl3 x Cl3. On emploiera donc
les facilités de ces algébres, comme en [51].

On a aussi rencontré cette propriété essentielle de 'onde électronique :
elle est double, avec un spineur droit et un spineur gauche (voir )
L’origine mathématique de cette propriété est l’existence de deux homo-
morphismes non équivalents du groupe de Lie SL(2,C) dans le groupe de
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Lorentz propre [I00]. On sait aussi que I’électron n’existe pas seul : la ra-
dioactivité 8 qui émet des électrons émet aussi une autre particule, appelée
aujourd’hui 'anti-neutrino électronique. Le neutrino électronique et son an-
tiparticule induisent ’existence d’une autre paire de spineurs, un gauche
et un droit. Dans une théorie qui veut unifier toutes les interactions, et
puisque la gravitation et la géométrie de 1’espace-temps sont intimement re-
liées, 'origine de ce quartet de spineurs qui constituent I’onde leptonique est
nécessairement géométrique. Or la totalité de 1’électromagnétisme, y com-
pris 'onde de I’électron, est invariante de forme sous le groupe géométrique
Cl%. Ce groupe est isomorphe au groupe GL(2,C) qui contient SL(2,C)
comme sous-groupe. Les groupes GL(n,C) sont bien connus pour étre les
groupes de Lie classiques les plus simples. Leur algébre de Lie est 'algébre
matricielle M, (C). Il est aussi bien connu qu'il existe quatre sortes de re-
présentations (et pas seulement deux) pour ces groupes, ce qui vaut aussi
pour n = 2. Notre hypothése est donc : ces quatre sortes de représentations
sont 'origine de I'existence des quatre sortes de spineurs formant ’onde lep-
tonique (et aussi pour 'onde compléte ou les 16 spineurs se répartissent en
quatre parties de quatre spineurs, ce que nous étudierons dans le prochain
chapitre consacré aux quarks).

Le modéle standard a d’abord considéré un neutrino réduit & sa seule
onde gauche, et sans masse propre. Les expériences récentes sur les neu-
trinos montrent qu’ils doivent avoir une masse propre, qui est certes trés
petite et cependant n’est pas nulle, et par conséquent une onde droite du
neutrino doit aussi exister. Le modéle standard n’a en vérité pas d’objection
interdisant & cette onde droite d’exister, il n’a cependant aucune utilité pour
elle. Cependant le fait est que le neutrino voyage dans l’espace a la vitesse
de la lumiére, ou au moins avec une vitesse extraordinairement proche de
la vitesse de la lumiére, cela justifie une masse propre nulle. Avec ’équation
de Dirac pour 'onde du neutrino, il y a donc un probléme, qui est di a la
connexion que fait le terme de masse entre I’'onde droite et ’'onde gauche. On
verra dans ce chapitre comment I’équation d’onde améliorée, non linéaire,
résout aisément toutes ces difficultés.

Le point de départ de tout ce travail fut la théorie de Lochak du mo-
nopole magnétique leptonique [89]-[96], ou I'onde du monopole est aussi
une fonction de l'espace-temps & valeur dans Cl3. Que ce soit pour la
paire électron-positron, pour la paire électron-neutrino ou pour la paire
électron-monopodle, on obtient dans chaque cas quatre sortes de spineurs,
deux gauches et deux droits. De plus, comme cas particulier, on doit toujours
pouvoir finir avec I’électron seul ou avec le neutrino électronique gauche seul.
On a vu dans le premier chapitre que la conjugaison de charge était sim-
plement le changement de o921 en 012 dans ’équation d’onde de I’électron.
Donc les deux paires de spineurs doivent pouvoir rendre compte & la fois
des leptons et anti-leptons, ou décrire a la fois 1’électron et le monopdle
magnétique. Cela améne donc a penser que les deux objets, le neutrino
avec une masse propre et le monopoéle magnétique, sont une seule
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et méme chose.

Une extension de I’équation de Dirac pour les interactions électro-faibles
[I13] a été étudiée par Hestenes [80] et par Boudet [5] [6], dans le cadre de
l’algébre Cly 3. Par ailleurs ’extension de I'invariance de jauge de I’équation
ameéliorée conduit nécessairement a I'invariance de jauge sous U (1) x SU(2),
invariance obtenue aussi dés [I2]. Ceci résulte de Pexistence de quatre géné-
rateurs indépendants de carré —1 dans l'algébre Cl3 : i = 010203, i01, i09,
io3. Ce sont aussi les générateurs de 1’algebre de Lie du groupe U (1) x SU(2).
Comme l'invariance de forme est toujours gouvernée par le groupe Cl3 et
puisque Cl3 x Cl3 est un Clz-module & gauche, on peut tout exprimer avec
seulement Cl3 : toutes les matrices complexes 4 x 4 de la théorie de Dirac
peuvent s’écrire par blocs de matrices 2 x 2.

Avec la similitude D engendrée par un dilatateur M quelconque de C13,
on rappelle que l'on a : x = X = D(x) = MxM', V = MV'M, que
det(M) = re'?, et aussi :

R'— R'=MRY;, I' —» I'* = ML

Les ondes droite R® et gauche L?® utilisent les deux autres homomorphismes,
avec une réversion :

RS — R'®=RSM; R'® = MR®, (2.8)
I8 I/8 =M, T'® = ML,
La dualité entre un lepton chargé et un autre sans charge électrique se

retrouve dans chacune des deux autres générations, avec la simple générali-
sation de Pour les quatre spineurs on utilise les expressions suivantesEI:

n __ 5? .oon 77{1 .oono_ *ﬁg . en o 7_53

¢1:R1+L1:\/§(§1 ﬁl);Rlz\/i(E% 0);L1:\/§<0 —77%>7

&g o 0 o
NPl T1_ a1). pl _ 0 _51 .71 771 0
pemspeva(y @) mevafy )z )
~ ~ ~ D T T ;
¢ =R+ L8 =2 (&8 778)§R8\[2<§§ 8>;L8\/§(2§ 8)

On a vu que les équations d’onde des deux parties droite et gauche de
I’onde de I’électron vérifient une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, avec seulement deux termes supplémentaires, un terme de jauge et
un terme de masse. Le terme de jauge est du point de vue géométrique un
vecteur covariant, et le terme de masse est le produit de la masse réduite

2. Ici on se sert de la notation mathématique usuelle Z pour le complexe conjugué de
z.
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par un vecteur unitaire v. Ce vecteur est la vitesse locale réduite du fluide
relativiste. La invdim des différents termes permet de comprendre pourquoi
aucun autre terme n’est possible dans une équation d’onde du premier ordre
(voir , donc on ne peut que généraliser ces équations aux quatre parties
de l'onde :

iVt =1yt (2.10)
Ve =7l (2.11)
iVn® = 130, (2.12)
iVES =78¢8. (2.13)

Dans ce chapitre, I’élément M de Cl3 qui permet d’obtenir I'invariance de
forme des équations d’onde est constant. De plus on a V = V et les quatre
opérateurs différentiels se réduisent & V et V. Les " et r™ sont quatre
vecteurs d’espace-temps covariants et on verra leur lien avec les potentiels
du groupe de jauge électro-faible, ainsi qu’avec la masse propre réduite
généralisant les termes de masse propre de 1’électron.

Regardons d’abord comment, lorsque ¢® est nul, les deux équations
peuvent étre les équations d’onde de ’électron. Comme 7'
est, une fois multiplié par v/2, la colonne de gauche de qAbl tandis que 21
donne la colonne de droite, ces équations, aprés multiplication par le fac-
teur constant v/2 et en utilisant la transformation P sur , les équations

d’onde (2.10)) et (2.11) donnent :

— ~ 1+o0
IV oepr = l1¢ep7"; Dr = ) 3
— ~ 1—o
—iVéepr =7'6epi; p1i= — 2, (2.14)

En ajoutant les deux équations on obtient :

IS R [N
g et —5—de0s. (2.15)

ivanS =

Si on a posé :
IMi=gA +1v; vt i=gA +rv (2.16)

on retrouve alors I'équation d’onde améliorée de I’électronf] :
Voeo12 = ¢Ade + voem, (2.17)

car le vecteur v est égal au vecteur J/p du chapitre 1. On a utilisé aussi

3. On sait que 'impulsion-énergie de 1’électron est somme d’un terme matériel et d’un
terme électromagnétique. Cette dualité est obtenue & nouveau ici pour les densités.
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dans le chapitre 1 les vecteurs suivants, qu’il conviendra de généraliser :

d
: D D! —K 2.1
Ji= gDl + D= k(J+ma ) (2.18)

1 d
K:=— leL+kDR k(—Jer—aK). (2.19)

2.1.1 Nouvelles densités tensorielles

Dans le cas d’un électron seul on a utilisé quatre courants D, (baﬂqb ,
en particulier le courant J = Dy = ¢¢'. Il est la somme des deuX courants
chiraux D = R'R! et D} = L'L'. De plus ces courants sont maintenant
semblables a deux autres courants :

D3, := R°R®; D§ := L°L8. (2.20)

Et chacun de ces courants, tout comme ceux de I’électron, a un carré scalaire
nul :

D, - DS, = D5,D% = RS (RSR)RS = 0
D .D8 =D8D8 = L8(L3L")L8 =0, (2.21)

car les quantités entre parenthéses ci-dessus sont toutes deux nulles. La
généralisation naturelle du courant de probabilité de 1’électron est le courant
leptonique J; tel que :

13 /o1 i1 13 /o1 i1
1_ e (e tiag) o [Up (a5 +iag
=V <a§+ia}1 =N 9 \al +iad ) (2:22)

8[3 8 - 8 1813 8 - 8

8 relp (faf + a3 3 p [as +1ag

_ ./ ay\ .8 [1UP : 2.23

¢ om (a§ +w§1) » 1 2m <a§ + zag) ’ (2.23)
D1 D1 D8 D8

J, = k(rl +—11L+—+—18). (2.24)

Ce courant généralise bien le courant J car :
0_ M 12 112 mo12 12
Ji = m(|§1| +1&2| )+W(\771| + |n2]7)
mo 82 8|2 mo 82 812 92.95
(€82 + ISP + T (R + 1), (2:25)

La norme et le produit scalaire associé, généralisant ce qui se passe pour le
cas de ’électron seul, devient :

[y := // dv(j_ (a})®+ (a§)2>, (2.26)

(0, | W) = /// dv(j: atal’ + a§a§.’). (2.27)
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Cette densité de probabilité est la généralisation de la densité de probabilité
de I’électron étudiée au chapitre 1. La composante de temps J ? est mainte-
nant l'une des 17 x 16/2 = 136 densités tensorielles qu’on peut définir sans
avoir besoin d’utiliser des dérivées partielles, & partir des quatre spineurs
a quatre composantes, soit 16 paramétres pour 'onde leptonique, ce qui
fait donc (16 + 1)16/2 densités. Nous sommes maintenant trés au-dela des
seules 16 densités accessibles a partir de l'algébre M, (C) engendrée par les
matrices de Dirac, pourtant toujours présentées dans la plupart des CourSEI
comme les seules densités possibles! Avec on a :

PN R g
_ (Dl D} , Di %)(E+E+E+2)
F\el T T8 T 1! 18
_ m? (D}DL  DiD} n D}D§,  DiD§
k2 \ rlpl 1t rérs 1818
. DLD! + DIDL N DL,D8 + D8DL N DLD3 + D$DL
rilt rirs ril8
D;D% +D}D; D;D} +DiD; D3D$ +D3D}
118 118 818
_2w?(D}, Dy Dj Dj D D
- 2 rl 1t rl rsd rl 18
D! DS D! D8 DS DS
PR e ) (2.28)

On a vu que QD}% -D} = aja} ot a1 = Q) + i, somme obtenue & partir
des deux invariants relativistes ; et 5 'onde électronique. Avec quatre
spineurs on peut former 6 = 4 x 3/2 paires, chacune donnant un terme
semblable & a;. On a donc maintenant 12 densités invariantes qui donnent
les 6 termes suivants :

=2(47 + &) = R'T + L'R',
az = 2(nins —nnt) = L'oy L8 — L0 LY,
= 2175 + &75) = R'L® + I*R',
= 2&§T + &) = BT + L'R®, (2.29)
= 2(¢l¢} - &) = R0 R — R'ou ",
= 2(¢07; + &73) = R°LS + LR,

4. 1l est donc surprenant et facheux que cette erreur importante concernant le nombre
des densités tensorielles constructibles & partir de I’onde de ’électron en théorie de Dirac,
erreur découverte il y a plus de vingt ans [I5] par 'un des auteurs, ne soit toujours
pas corrigée. Cela prouve que le controle des erreurs commises par cette "communauté
scientifique" qui propage les dites erreurs, est imparfaite, inefficace [39], car beaucoup
trop conservatrice, trop stre d’elle-méme. Mais ce contrdole peut quand méme étre le
moins mauvais de tous les systémes de controle.
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Dans la similitude D engendrée par un dilatateur M quelconque de CI3 on
a,pour j =1,2,...,6:

a} = Ma;M = MMa; = re”aj, (2.30)
6 6 2 (231)

’or* 0 = * %
ajaj—re a;re CLJ-—'I' a]a].

On peut alors généraliser I'invariant p de 'onde de I’électron en p; tel que :

* * * * * *
9 o[ @104 209 aszas aqay asas aeQg

PEZTEIE T T T s T opies TS (2.32)
qui vérifie, comme p précédemment :
2
pi=12pi5 pp=rpi; m'p) = mpr. (2.33)

A la fois les a; et p; ont donc une invdim de 1 et m a une invdim de —1 (voir
. Dans les interactions faibles le neutrino semble sans masse propre. Il
est cependant nécessaire de le doter d’'un terme de masse quand la théorie
physique essaie de comprendre le comportement des neutrinos changeant de
génération. Or on peut remarquer que mp; est nul lorsque p; est nul, et que
c’est le cas si le neutrino posséde seulement une onde gauche. Les courants
vérifient en effet dans ce cas J; = 2D} et D$ - D} =0, et donc mp; =0 :
le neutrino gauche tout seul apparait sans masse. Le comportement
du terme de masse qui semble apparaitre et disparaitre ad libitum n’est pas
si mystérieux si I’on veut bien considérer que I'on n’est capable de détecter
un neutrino que quand il interagit avec un lepton chargé ou un quark. Le
terme de masse réapparait dés que R® n’est pas nul ou dés que I'onde de
I’électron n’est pas nulle. Pour l'électron on a p? = aja} = 2D% - D1. On
obtient de méme :

aia; = 2D} - D}, (2.34)
asa} = 2D}, - DY, (2.35)

parce qu'on a :
2DL, . D%, = DLDS, + D8DL = R'R'R°R® + R* R*R'R’

R'R = <0 _a5) - RSR! = <0 "5> , (2.36)

0 0 0 O
RN 1(0 —az\ 5s | ms (0 a5) 5t
2Dy -DR =R 0 0 R°+R 0 0 R
= (Esalﬁl — R'o1R®)al = asal. (2.37)

On peut de la méme maniére établir que :
2D}, - D% = agaj; 2D} - D% = aqaj,

2D} - DY = aqal; 2D% - DY = agay. (2.38)
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On déduit alors de ces relations et de (2.28)), (2.30) et (2.32) que l'on a :

Jo- 3= pis |3l = o (2.39)

Comme dans le cas de I’électron seul on peut définir un vecteur unitaire
(vitesse réduite) v tel que :

(2.40)

On garde ici la méme notation v que dans le cas de 1’électron, parce que
ce vecteur est exactement celui du chapitre 1 quand ’onde du neutrino est
nulle. La généralisation naturelle de la densité lagrangienne de 1’électron est
donc capable de contenir les mémes termes de masse, et ’équation d’onde
pourra aussi contenir le méme vecteur v dans ses termes de masse

On ne doit jamais oublier que les précédentes densités tensorielles ne
sont qu'une petite partie des nombreuses densités tensorielles que I'on peut
construire a partir de 'onde. En effet la dérivation de ces tenseurs en produit
d’autres, qui a leur tour en donnent de nouveaux par dérivation, et ceci
indéfiniment. On verra plus loin certaines de ces autres densités tensorielles,
par exemple pour I'impulsion-énergie.

2.1.2 L’invariance de jauge électro-faible

On commence avec le cas de I'électron en suivant [70]. On ne change rien
a I’onde de I’électron que 1’on note 9! dans le formalisme usuel des matrices
de Dirac complexes et que I’on note ¢! dans Cls. L’onde du positron est
notée 1, dans le formalisme de Dirac et 'onde de I’antineutrino est notée
1,. Le lien entre 'onde de la particule et 'onde de ’antiparticule restera
celui vu en On part de 'onde des particules. Les spineurs droits sont
notés ™ et les spineurs gauches sont notés n™ :

e (8) - (5). o

On utilise & nouveau la notation (2.9) qui donne :

o' =V2(e i) @ =v2(n @), (2.42)

~ gy —8

F=V2(& ) = \@(ng ?)- (2.43)
Avec le lien que fait le modéle standard entre ’onde de la particule et celle
de I'antiparticule, en utilisant Cl; 3 et le module & gauche Cl3 x Cl3, on se
servira de :

1 78 "
v (% S) - F)-le o) ow
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Et la multiplication interne & Cl; 3 se traduit dans Cl3 x Cl3 par :
(4 B)(C D)= (4Cc+BD AD+BC). (2.45)

On notera que l'ordre dans les multiplications est conservé, et qu’il faut
utiliser 'opérateur de parité P : M — M, qui est 'automorphisme principal
de Cl; 3. Par ailleurs 'opérateur différentiel @ = +*0,, utilisé dans Cl; 3
devient, avec le module Cl3 x Cl3, par :

3:(% Z):(o V); V=0"d, (2.46)
o =(0 V) (6 6a)= (V. Vo), (247)

Le modéle de Weinberg-Salam utilise ¢!, n', 7% et suppose que &% est nul.
On utilisera I’onde compléte pour le monopdle magnétique de Lochak tandis
que le neutrino lui-méme n’aura pas d’onde droite. Cela revient & considérer
le monopole magnétique comme un neutrino complet, avec onde droite et
onde gauche, et a considérer le neutrino du modéle standard comme un
monopdle magnétique dont ’onde droite est absente. Pour la séparation
de &', n' et 1 le modéle standard utilise les projecteurs 4 (1 & v5) qui se
présentent de la maniére suivante, avec notre choix des matrices de

Dirac :
(L=vs5)p =2 = <8 ?) (2) = (2) : (2.48)

(L+v)¢ =vr = (é 8) (g) = <g) (2.49)

Donc pour les particules les ondes gauches sont des ondes 7 et les ondes
droites sont des ondes £. C’est invariant sous Cl} et donc c’est invariant
relativiste, car dans une similitude D engendrée par le dilatateur M tel que
D:xw—x' = MxM?', on a 2 =ME = ]/\4\77. Donc on utilise :

R'=V2(&8 0)=v2(& 7Y
L'=v2(0 7Y)=v2(& 7)) -(1-o03). (2.50)

[N R

(1+03),

—_ N =

[\)

Et on obtient des formules semblables pour R8 et L. On définit maintenant
deux projecteurs Py et quatre opérateurs Py, Pi, P>, P3 agissant sur tout
¥ € Cls x Cls selon :

1

Py () 5

(U £iVy21) ; 1:=(i 0); 721 = (012 0), (2.51)
Donc on obtient :

Po(w) = (2" I%); P(w) = (R* R®). (2.52)
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Aussi Py est le projecteur sur la partie gauche de 'onde et P_ est le pro-
jecteur sur la partie droite de I'onde. On pose :

Py(V) = W1 + (1 — p)P_ (V)i + piP_(¥), (2.53)
Py(¥) = Py (¥)si, (2.54)
Py(¥) = Py (T)3s, (2.55)
P3(T) = Py (¥)(—i) (2.56)

On introduit ici un nombre p qui est lié & la charge du monopdle magnétique
et qui agit seulement sur la partie droite du neutrino, inconnue du modéle
standard.lﬂ Notant P, P,(¥) = P,[P,(¥)], les P; vérifient :
PPy =P3 = —PP; PoP3 =Py = —P3Py; P3Py =P, =—-P1 P, (2.57)
P} =P} =P;=—-P,; PRP;=PPy=-iP;, j=1, 2, 3.

Le modéle de Weinberg-Salam remplace les dérivées partielles 0, par les
dérivées covariantes :

Y . ;
Du = 8H — g1 EBM - ZggTlej“ (258)

avec T; = 7;/2 pour un doublet de particules gauches et T; = 0 pour un
singulet d’onde droite.HY est 'hyper-charge faible, avec Y, = —1, Yg = —2
pour I’électron. Pour transposer cela a Cl3z x Cl3 on pose :

D :=0"D,; B:=0"B,; W/ :=c"W], j=1,2,3, (2.59)
D :=+"D,; B:=+"B,; W/ :=7" W], j=1,2,3; 8:=7"9,. (2.60)

On remplace maintenant (2.58]) par :

D=0+ BR +Z(W P + WP, + WP). (2.61)
D’abord on a :
0w = (Vé, Vo), (2.62)
DV, = (D&n Da?e) . (2.63)
Et I'on obtient :
Py(¥)) = (QiRl LY 2ipRS — iZS) . (2.64)

De la forme de ces P, on peut voir que le modéle de Weinberg-Salam des
interactions faibles, qui se sert uniquement de R', L' et L% ne dépend

5. Si R =0, ce que nous utilisons fait partie du modéle standard. Si R® # 0, ce que
nous obtenons est considéré, sans doute a tort, comme au-dela du modéle standard.

6. Cette préférence pour les ondes gauches est supposée et n’est pas expliquée dans le
modéle de Weinberg-Salam. On expliquera ’origine de cette préférence en @
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pas de la valeur de p qui peut étre n’importe quel nombre. On verra plus
loin comment cette valeur est liée & la charge du monopdéle magnétique. On
obtient ensuite :

BPy (V) = (—z‘B(QpR8 ~I% iB(—2R'+ El)) : (2.65)

Ensuite on a :

Pi(Y;) = (iZS iLl) s WP (0)) = (—iwlil —z'Wlfg) ,  (2.66)

Py(w) = (I8 —L')s W2R(w)) = (—w2D1 w2T®). (2.67)
On obtient pour j =3 :

Py(w) = (L' GL%)s WOR(W) = (i L" aweL). (268)
Par conséquent est équivalent au systéme :

Dot = Vol — i%B(Qﬁl —IY - i%[(Wl +iW I - WAL,

D§" =Ve = LBepR —1%) - L{W' —iW)L' + L% (2.69)
Le terme de jauge de I’électron comprend la partie gauche L8 de I'onde
neutrinique, tandis que le terme de jauge de la partie gauche L® comprend
la partie gauche L' de l’onde électronique. On voit donc comment les in-
teractions faibles mélangent les ondes gauches de 1’électron et du neutrino.

Comme £ est la colonne de gauche de R!, et 58 est la colonne de gauche
de RS tandls que n' est la colonne de gauche de L1 et n® est la colonne de

gauche de T° (en n’oubliant pas les facteurs v/2), ce systéme donne pour les
particules (électron et neutrino), en se servant de I’automorphisme principal

P:M— M pour les ondes droites :
DR' = VR! +ig, BR!,
DI' = VI! +z@BE1 192 2w+ WL - W3LY, (2.70)

DIL® =VI' + %BL - %[(W — W)L+ WAL,
DR® = VR® + ipglﬁﬁs.

Pour les ondes du positron et de I’antineutrino on obtient de méme :
DL' = VL' —ig BLY,
DR'= VR - %ERT 152’2 (W' —iW?) RS + W3R, (2.71)
DRS = VRS - z’%é}? - i%[(/Wl +iW2) R — W3RF),

DI’ =VI® —igipBL".
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Le systéme (2.70) est équivalent a :

Dué-l — aufl +ing;,L€17 (272)
le = 8;#7 + l%Bﬂn - 17[(W1 + ZW2) WS 1] (2.73)
.9
Dung = 8n778 + l%BIJ]S — 15[(Wi - ZVVI%)U + Wjﬁs]a (2.74)
D% = 9,68 +igipB,€®, 1 =0,1,2,3, (2.75)
pour les ondes des particules. Et (2.71) est de méme équivalent & :
g T .0 g .92 . T 8
D = 0,8° —i% Bug® — i (W, +iWe! — Wie), (2.76)
Dung _ 8MT]§ _ iglpB;ﬂ7§7 (277)
D;ﬂ?T = 8“77T — ing;ﬂ?T n=20,1,2,3, (2.78)
D&t = 0,6 =i B — LW —whHE + Wi, (279)

8
pour les antiparticules. Pour le doublet ¢, = (21> d’isospin faible Y = —1

les opérateurs de ) et - ) donnent :

Y
;ﬂ/}L = ,qu - Zglf ;L’l/}L - Z W Tijv
TL =7 ; T2 =723 ; T3 = 75- (2-80)

Seul l'opérateur de n’est pas pris en compte par le modéle de Weinberg-
Salam, parce que celui-ci ne peut pas utiliser ’onde droite du neutrino (a
cause du terme de masse de I’équation de Dirac). On arrive donc & obtenir,
a partir de ’équation améliorée, exactement le méme résultat lorsque 'onde
droite est nulle. L’opérateur de est interprété comme un singulet sous
SU(2) : yp = & d’isospin faible Y = —2 :

,uwR - ,u'l/JR - 'Lgl ;ﬂpR (28]—)

Finalement on peut voir ici que tous les aspects des interactions faibles dans
le cas électron-neutrino : un doublet d’ondes gauches, une onde droite qui
est un singulet, un neutrino droit sans aucune interaction, une conjugaison
de charge échangeant les ondes droite et gauche, tout cela est obtenu ici a
partir d’hypothéses simples :

1 - L’onde de toutes les composantes du secteur leptonique (électron, po-
sitron, neutrino de I’électron et son antineutrino) est la fonction ([2.44) de
I’espace et du temps a valeur dans ’algébre de Clifford d’espace-temps.

2 - Quatre opérateurs Py, Py, P> et P3 sont définis en (2.53)) a (2.56).
3 - Une dérivée covariante est définie en (2.61)).
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Pour les antiparticules, dans le cas ot 'onde du monopdle magnétique
est réduit a 'onde du neutrino, nous avons un singulet d’onde gauche et un
doublet d’ondes droites. En posant :

_ 8
br=n'; Y= (é) §T1= 703 T2 = 71235 T3 = Vs, (2.82)
on obtient :
Y
D, = 0,07 — i §BM/T’ (2.83)

avec un isospin faible Y = 2, en accord avec la régle usuelle de changement
du signe des charges. Pour le doublet des ondes droites on obtient :

Y 92 e
3 Butm + zgwgwpﬁ. (2.84)

Dy = 0utbg — i
La régle du changement de signe de toutes les charges est équivalente au
changement de signe de g1Y et go. Mais ces régles ne sont pas suffisantes ; un
autre changement de signe concerne 7; = —77. Ceci améne deux remarques :
d’abord, le groupe de jauge SU(2) pensé dans la théorie quantique comme
une "symeétrie interne" est en fait un groupe d’invariance géométrique. C’est
complétement oublié quand dans cette exposé on passe de (2.71)), ou les
équations contiennent des vecteurs d’espace-temps, a 1) ou les
équations ne contiennent plus que des composantes de tenseurs qui ne sont
plus contraintes par 'invariance sous Cl35 mais seulement par I'invariance
sous le groupe de Lorentz. Bien sir les deux points de vue ne sont pas équi-
valents : le point de vue du modéle de Weinberg-Salam est moins contraint,
moins efficient que 1'algébre de Clifford. Le résultat est que nos équations
d’onde sont invariantes sous Cl3, mais pas le modéle de Weinberg-Salam
qui est en fait déconnecté de 'invariance relativiste du champ fermionique :
Iinvariance relativiste y travaille classiquement pour les champs de jauge
(o la transformation de Lorentz R définit une matrice 4 x 4 réelle R# qui
change les x* en x'* = RI!xY, et ou le champ électromagnétique F),, devient
F ;U = R",fRZFM,,)7 et travaille & la maniére de la physique quantique pour
les ondes spinorielles (ou le dilatateur induit une similitude R qui change
Fen F' = MFM~!, ce qui n'est pas du tout la méme transformation).
La connexion nouvelle que 'on établit ici entre 'onde fermionique de 1’élec-
tron et de son neutrino, avec les densités tensorielles qu’elles permettent de
construire, relie beaucoup plus la partie fermionique et la partie bosonique
du modéle standard. Ceci nous permet d’arriver & une synthése unifiée des
différentes parties de la physique relativiste, ce qui était impossible avec la
vieille théorie basée sur les tenseurs.
Avec la conjugaison de charge agissant simplement comme la symétrie
PT, I'espace change d’orientation. Donc les trois 7; tournent en sens inverse
des 7, et cela se voit avec le changement de signe de 7.
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2.2 Conserver les termes de masse

La premiére amélioration que Cls apporte & la théorie quantique se li-
mitant aux matrices de Dirac est la possibilité de se servir aussi du spineur
droit R® qu’on associe au monopole magnétique. La seconde amélioration,
encore plus importante : on n’est plus obligé de supprimer les termes de
masse dans les équations d’onde. Cette suppression était nécessaire quand
on utilisait I’équation de Dirac, parce que les termes de masse lient ’onde
gauche 77 et 'onde droite &, alors que 77 et € changent de maniére compléte-
ment différente dans les transformations de jauge du groupe électro-faible
[40] [41] [42] [45]. Cette suppression était un moindre mal, du point de
vue expérimental, parce que la masse propre[] de I’électron, et encore plus,
la masse propre du neutrino de 1’électron sont trés petites comparées a la
masse-énergie des bosons W et Z°. Néanmoins cette suppression du terme
de masse est nécessairement une approximation, puisque 1’électron a une
masse-énergie, et puisque I'onde du neutrino a aussi trés probablement un
terme de masse. Comme il était impossible de rendre compte a la fois de la
masse propre et de la jauge électro-faible, un mécanisme de symétrie spon-
tanément brisée a été construit. Le boson de Higgs (qui a été pensé pour
réintroduire les masses dans les équations d’onde) a été finalement observé
a trés haute énergie (= 126 GeV). L’existence d’un tel champ scalaire de
trés grande masse avait été suspectée dés les années trente par de Broglie
avec sa théorie du photon [57, [58].

Ce que 'on va établir restaure la compatibilité entre la dérivation cova-
riante électro-faible étudiée précédemment, et les équations d’ondes
a . L’équation d’onde améliorée de 1’électron, non linéaire, peut étre
réécrite sous une forme qui semble décroisée et agissant sur chaque spineur
chiral. Ceci peut étre aisément généralisé. Maintenir des termes de masse
dans les équations d’onde permettra au chapitre 4 de mettre directement
ensemble la gravitation et les autre forces, dans les équations d’onde. C’est
donc un important pas vers 'unification de toutes les interactions. La forme
des termes de masse de 'onde de I’électron est conservée :

0= —iDL' +1'vL'; 0 = —iDR! + r'vR",
 ~—8 —8 — ~3
0=—iDL +1®vL; 0= —iDR® 4+ r*YR®. (2.85)
On ne suppose pas que les nombres 1*, r', 18, r® ont des propriétés par-
ticuliéres. Le vecteur unitaire v (vitesse réduite) reste défini a partir des
quatre spineurs de l'onde leptonique, par (2.40). On simplifie 1'étude qui
suit en ne considérant, dans un premier temps, que 'onde de 1’électron et

du neutrino-monopole. On déduira les propriétés du positron et de ’anti-
neutrino-monopdle en changeant simplement de signe le terme différentiel

7. L’équation améliorée du chapitre 1 tolére deux masses éventuellement différentes
r! pour 'onde droite et 1' pour 'onde gauche de 1’électron. L’origine de cette hypothése
est I’étude expérimentale des neutrinos-monopoles [53].
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de ’équation d’onde, et en échangeant les ondes droites et gauches. Avec la
forme obtenue en (2.70) pour les dérivées avec termes de jauge, I’équation
d’onde devient :

= VR' +ig1BR' + ir'VR!, .

0=VR! BR' +ir'SR! 2.86
0=VL'+ i%Bfl - i%[(Wl +iWI — WAL +illvE!,  (2.87)
0=VL"+ i%Bfg - i%[(wl WL+ WAL VDT, (2.88)
0=VR® +igipBR® + ir*VR®. (2.89)

On peut remarquer que les coefficients de B sont les mémes seulement pour
L' et L8. Ainsi les ondes gauches, tournant de la méme maniére dans la jauge
chirale, peuvent se mélanger dans le groupe de jauge SU(2). En regardant
les termes de potentiel on peut voir que ces équations sont bien entendu des
équations comportant deux spineurs différents. On regarde maintenant les
invariances de ces équations d’onde.

2.3 Invariance élargie

Dans la similitude induite par un dilatateur non nul M de Cl3 tel que
det(M) =re'?, on a :

- 1 e — _
D't = R'R" = MR'MR = MR'R'M = MDL M,
JE:MJIM; o =rp; m=mr; (m=1r"15 1%, (2.90)

/ MM M o~
miy = M _m MIAM MM Mt
rp rorp rett  pe—if
Mm/'v'L'" = mvM 'ML' = mvL', (2.91)

on simplifie les équations d’onde 7 avec :
plL = g—;B—l—llvzb—l—llV; wl = %Wj, 7 =1,2,3,
pri=gB+rlv=2b+r'v; p} = %IB +18v =b + By, (2.92)
pS, = g1pB + rdv = 2pb + rfv.

Pour obtenir Iinvariance relativiste de I’équation de L', par exemple, on
doit avoir, pour les potentiels de jauge, la méme variance que pour le terme
différentiel. Et ce terme est covariant, il vérifie V. = MV'M. Il doit en
étre de méme pour p, b, w/, qui seront covariants parce qu’ils intégrent les
coefficients g; et go. On a :

0=VR! +ipLR' = M[V'R" + ipR""], (2.93)
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0=VI'+iplL! —i[(w! +iw?) I’ — wiL})]

= M{vi’l +ip/p D — (W i) W’SE”]}; (2.94)
0=VI +ipdT" —i[(w! —iw?) L' + wiI’));

- H[Vflg Fap)T® (W — WD w’?’fs]}; (2.95)
0=VR®+iphR® = M[V'R® +ipsR"]. (2.96)

Cela fournit 'invariance de forme des équations d’onde, comme dans le cas
de I’électron seul étudié au chapitre 1.

Les transformations de jauge sont engendrées par les opérateurs Py, Py,
P,, P3. Cela donne un groupe & quatre paramétres a’, a', a2, a®. On rappelle

la définition de la fonction exponentielle :

00 1 2 3p.\n
. P+ a*Ps + a° P
; exp(a’ Pj) = E (" Py + 0Py + a°Py) )

n=0

(aOPO)”
!

n

00
expla’Fy) = 3 ’
n=0

(2.97)

Comme ces opérateurs sont définis dans Cls x Cl3 et qu’ils sont différents
pour les ondes droites et les ondes gauches, on les étudiera sous la forme
(voir ?7?) :

Uh=(R' 0); wh= (L1 0); wh=(0 R); wi=(0 I*). (298)
Avec Py on a :

Po(T%) = 2pUhnar; exp(a®Po) (W) = U exp[2pa’yail,
Py(Vk) = 2W57215 exp(a’Po)(Vy) = U exp[2a®ya1],  (2.99)
Py(Vp) = U015 exp(a®Po) (V) = Uy explaya].

Ensuite on pose :

Ou = 0(s1 P, + 59Py + 53P3); u? = s + 52 + 53 =1,
et = e, (2.100)

S
U:

et 'on a :

U =UVg =g UE=UU =05,
V) =UV,, =cos(0)V + sin(0)u(Vy),
u(\I/L) = Sl\I/L73i+52\I/L’}/3+S3\I/L(*i), (2101)
Uy, = U, = cos(0)¥) — sin(0)u(Th)
= cos(0)¥, — sin(0)[s1 V) v3i + s2W) v3 + 53 (—i)].
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Comme Py commute avec s on a :
exp(S) = exp(a’Py)e® = e exp(a’Py); exp(—S) = exp(S)~!.  (2.102)

L’ensemble des exp(S) = e est un groupe de Lie U(1) x SU(2). La trans-
formation de jauge utilise la dérivée de la fonction exponentielle et vérifie :

U’ = [exp(S)](¥) ; D=0¢"D, ; D' =0"D,, (2.103)
et ainsi D, W est remplacé par D) ¥’ tel que :

(0 D' = (0 V)¥' +G'(¥') =exp(S)[(0 V)T + G(D)], (2.104)
G'(U) = (SN X+Y); X = [0 V)[e=I[(¥); Y =G(F). (2.105)
La transformation des potentiels de jauge comprend donc deux parties : une

partie qui vient de la dérivée de la fonction exponentielle et une autre qui
vient de la non-commutation de exp(S) avec les P;.

2.3.1 Le groupe U(1) engendré par F,

Comme P, commute avec s, la relation entre w'® = b’ et w’ = b est
réduite a la seule part venant de la dérivation, et ’on obtient :

b, = b, — 8,a°. (2.106)

Les différents vecteurs d’espace-temps que ’on peut former a partir de ’onde
de spin 1/2, pour obtenir les potentiels de jauge w7, ot j = 0, 1,2, 3, doivent
se comporter dans une similitude comme J;, qui est la somme de D}%, D%,
D! et D¥. Outre ces quatre vecteurs, on peut aussi considérer les vecteurs
suivants :

D}%L =D; = R101z1 + Llalfil; d}%L =Dy = i(nglzl — Llo'lél),
DI® = L'L8 + L8L'; d}® = i(L'L® — L3LY),
D}, = R'oyL® + L3oy RY; di, = i(R'o1L® — L%, RY), (2.107)
DI = R'R® + R®R'; d}¥ = i(R'R® — R®R"),
D%L = R¥o L' + Lo RS, d%lL = i(égalzl + L'o1R®),
D%L = R¥o LB+ z801R8; d%L = i(ﬁgalLS — E%le).
Tous ces vecteurs D se transforment, comme J;, dans la similitude définie
par un dilatateur M, en D’ = MDM. Avec 1D on a :
18 = e—iaozs; R/S _ eZianES; I = efia"Ll; RN — €2ia°R17 (2.108)

~ = .0~ ~,5 9 0% e .0 _ T e ;0 T
R/S — ¢la RS; Ll8:e 2ipa LS; R/l — ¢'a Rl; L/l —e 2ia Ll.
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Ceci donne :
R/lalzll _ 63m° R1glil; R’lalL’S _ 63m° RlalLS,
LL8 = VI8, RBo L = ¢i1+2m)a’ R84 T1 (2.109)
RIR® — 62i(17p)a0R1R8; E’SalL’S _ 6i(1+2p)a0]§80,1L8'
On a aussi :
D} = R'R" = ¢ Rle %"’ R! = R'R' = D}, (2.110)
et de méme :
DS =D%; D} =D;; DF=D%}; DE=D%; Jj=J;; v =v. (2.111)
On obtient alors :
VR = V(e R') = ¢ 2i(Va°)R' + VR"]
= %°[2i(Va®)R" — i(2b + r'¥) R
=i[2¢2"(Va® — b) — r'9e2e’|R! = —i(2b/ + r'9)R,  (2.112)
b =b—Va. (2.113)

L’invariance de jauge avec Py des autres parties de ’onde leptonique fonc-
tionne de la méme maniére ; c’est le cas avec (2.113)) tout comme avec \Il%,
Ul ou 7.

2.3.2 Le groupe de jauge SU(2)

Ce groupe de jauge agit seulement sur la partie gauche des ondes dans
le cas des leptons. On n’a donc besoin de s’occuper que de Uy, := W} + ¥f.
La transformation de jauge s’écrit :

U =U(V) = cos(0)Vy +sin(0)[s1Vy3 + 2V y3(—i) + s3¥p (—1)].
(2.114)
L’invariance de jauge signifie qu’avec :

D=(0D)=8+G;8=(0 V); (0 D)=D'=8+G', (2115)

on doit avoir :
D'V, =U(DVY,), (2.116)

ce qui nécessite :
G/(¥)) = UX) +U(Y); X = [@U ](¥,); ¥ = G(¥,)  (2117)
X = 8(cos0)V', — [0(s1sin0)V 3 + O(s25in 0) ¥ v3(—1)
+ 9(s3sin )V (—i)].
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On obtient alors :

wl=(0 w’); j=1,2,3, (2.118)
U(X) = —[5100 + S2CD g, 4 6in2(0) (52055 — 53052) W, 75

(5200 + 51“229)652 +sin?(0) (53051 — 1053)] W, y3(—i)  (2.119)
15500+ SR 5 in?(0) (51055 — 52051V, (—1).

U(Y) = cos(20)[w!' U, vz + W2 y3(—i) + w3 W/ (—i)] +sin(260) (2.120)
x [(s2W® — s3w?) W) 931 + (s3w! — s1w?) W) y3(—i)
+(s1w? — spw! )W, ()]
+ 25in?(0) (51w + sow? + s3w>)[51 0} 43 + 5207 y3(—i) + 30 (—i)].
On a donc finalement :

w'l = —[5,00 + %651 + 5in2(0) (52053 — $3052)]

+ cos(20)w! + sin(20)(sow> — s3w?) + 2sin?(0)s1(s1w' + sow? + s3w?),

sin(26)
2

w2 = —[5000 + D5y + sin?(0)(s30s1 — 5105s3)] (2.121)

+ cos(20)w? + sin(20)(ssw! — s;w>) + 2sin?(0)s2 (51w + sow? + s3w?),
sin(26)

w'? = —[5300 + D53 + sin?(0) (51052 — $52051)]
+ cos(20)w> + sin(20)(s;w? — sow!) + 2sin?(0)s3(s1w' + sow? + s3w?).

On peut noter la symétrie d’ordre trois de ces égalités : SU(2) est un groupe
de Lie de dimension trois. Cette symétrie n’est plus une "symétrie interne",
mais une invariance sous un groupe géométrique émergeant des propriétés
de la multiplication dans ’algébre Cls.

Jauge en Pj

On arrive sur le groupe a4 un parameétre engendré par l'opérateur Pj3
lorsque a® = 51 = 53 = 0 et s3 = 1. On obtient donc :

S =s=0P;5,
U’ = [exp(S)](¥) = P_(¥) + cos(0) Py (¥) + sin(0) P5(¥) (2.122)
_ (Rl el RS 4 eiGZS) '
Ainsi on a :
R = Rl; EIS — ES; L= e—ieLl; /8 — ewis; JE =1,
LT = [T I8 — 5. RT — o~ RT. RS — iR, (2.123)
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On a aussi w)] = wi), ce qui signifie b’ = b. Les équations (2.121)) de-
viennent :
w'l = cos(20)w! — sin(260)w?,

w'? = cos(20)w? + sin(20)w',

B = iV + wi. (2.124)
Et 'on a :
D/LIS d/18 LIIL/S —iGLle—iQLS _ 6—21'9 (DIS _ -d18)
= c0s(20)D18 — sin(260)d}® — i[sin(20)D1® + cos(20)d}®],
D'® = cos(20)D}® — sin(20)d}®, (2.125)

d}® = sm(?H)DL + cos(26)d}®
C’est compatible avec :

O+ miy)W' =D (O+miy)W? = df (O +miy)w' = 2D}

O+ miy)w? = L W' = (O +miy) DI W? = @O+ miy)"d)°
(2.126)

ot O est Vopérateur dalembertien (O = 9g0y — 0101 — G202 — 9303). Le
coeflicient gy appelé "constante de couplage" est nécessaire pour transformer
le vecteur contravariant W7 en un vecteur covariant w; (voir [1.8).

Jauge en P,
On a maintenant a® = sy = s3 =0 et s; = 1. On a alors :
S=s=0P,
U’ = [exp(9)](V) = P_ (V) + cos(0) Py (V) + sin(0) P, (P) (2.127)
= (R1 + cos()L! +isin(0)L8 RS+ cos(9)L® + isin(G)Ll) .
Ainsi on a :
R'=R'; R®=R% L''=1L" L®=15
L' = cos() L' + isin(8)L%; R = cos(§)R" + isin(6)R?, (2.128)
L'® = cos(0)L® + isin()L'; R = cos(A)R® + isin(6)R'.
Donc on a :
D} = LI = [cos(A) L' + i sin(0)L¥][cos(0) L' — isin(h)L?)]
= cos?(0)L'L" + isin(6) cos(0) (L L* — L*L®) + sin®(9) L3L®,
D = L'8L"® = [cos(A)L® + isin(0
= sin?(0) L' L' — i sin(0) cos(f

1][cos( )L® —isin(0)L]  (2.129)

)L
WILBLY — L'L®) 4 cos?(0) L3 LS.
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On en déduit :
D} 4+DP =D} +D%; J=J; pi=p;; vV =v. (2.130)

Le terme de masse est donc invariant dans la transformation de jauge. On

déduit aussi de (2.129)) :
D® — D} = cos(20)(D§ — D1}) + sin(26)d3®. (2.131)
Ensuite on a :
2L L8 = DIF® —id/!® (2.132)
= 2[cos(0) L' + i sin(6)L%][cos(A) L® — isin(h) L]
= D1® — i[cos(20)d}® — sin(260)(D§ — D} )].
Les équations deviennent :
w'? = cos(20)w? — sin(20)w>,
w'® = cos(20)w® + sin(260)w?,
w'l = -V +w'. (2.133)

Tout ceci est donc compatible avec :

(O4+m3)W3 = (D% —DL); W3 =O+m}) (D} —DL). (2.134)

Jauge en P,

On a maintenant a® = s; = s3 = 0 et s5 = 1. On obtient alors :

‘I/L = (Ll Zg) ] PQ(\I/L) = \IIL’Y?) = (fg —Ll) ; (2.135)
S=s5= HPQ,
U = [exp(9)](¥) = P_(T¥) + cos(0) Py (V) + sin(0) P () (2.136)
= (R1 + cos(A) L 4 sin(A)L® R+ cos(0)L8 — Sin(Q)Ll) .
Donc on a :
R/l _ Rl, R/S — RS7 ])/1%b _ D}% Dl]% — D%, L/T — LT, L/g —_ Lg,
L' = cos(A) L' +sin(0)L%; R = cos(0)R! — sin(0)R?, (2.137)

L'® = cos()L® —sin(9)L'; R'® = cos(0)R® + sin(0)R".

On peut noter ceci : le changement de signe, quand on passe de 'onde de
la particule & I'onde de I'antiparticule, est & I'origine de ce que ’on a vu en
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la conjugaison de charge change la rotation des indices de matrices
pour le doublet d’ondes droites. On a alors

D/ = LI = [cos(A) L' + sin(#) L¥][cos()L* + sin(0)L®]
= cos?(0) L' L' + sin(f) cos(0) (L L' + L' L®) + sin?(9) L*L®,

D' = L'®L"® = [cos(A) L® — sin(#) L'][cos(0)L® — sin(0) L] (2.138)
= sin?(0) L' L' — sin(6) cos(0)(L*L* 4+ L'L®) + cos? () L3 LS.

On arrive donc & :

D} +DP =D} +D%; J =1J,. (2.139)
On déduit aussi de :
D® — D} = cos(20)(D§ — D1) —sin(20)D18. (2.140)
Ensuite on a :
20 L8 = D —id)f® (2.141)

= 2[cos(0) L' + sin(0) L¥][cos(0) L® — sin(0) L]
= —id;® + [cos(20)D}® + sin(20)(D} — D})].
Les équations deviennent :
w'? = cos(20)w? — sin(20)w!,
w'l = cos(20)w! + sin(260)w?,
2= Vo +w (2.142)

C’est compatible avec (2.126)) et (2.134).

2.3.3 Simplification des équations

Puisque W3 et B sont, comme J;, des combinaisons linéaires des courants
chiraux D}, D%, D} et D§, et puisque L'L' =0, on a :

(O +m2)[(W' +iW?)I° — WAL = i[2L8L'T° — (I8L8 — L'LYL]]

—i[I32L'T° - L3LY)].  (2.143)
Et on a:
== 0 0\/n 0 0 0 01 — 102
oty Y Y- e
-ny ni) \n5 0 —ay 0 “T
ST = DT =, 272 — TR (2.144)
(D4 mZ)[(W! +iW?)L® — W3L'] = [-3L8L8L"] = [-3D3 L]

= [-3(D} — D})LY = (O + m3y)[-3W3LY. (2.145)
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Et de méme on arrive & :
(O+mZ)[(W' —iW?)L! + W3L®) = [2L'LL! + (L8318 — L' LY T)
= [2L'LPLY — L'I'LY) = [-3L'I'T°) = [-3DLL"]
= [3(Z8L8 — L'INHI®) = (O + m%, ) [3W3T"). (2.146)

Donc les équations des ondes gauches peuvent s’écrire, en simplifiant les
trois termes W7 :

0= (V +1ib+3iw® +il'v)L'; 0= (V +ib — 3iw® +il%v)L5.  (2.147)
Les équations d’onde des quatre spineurs de I'onde leptonique deviennent :
iV = (b4 3w® +1'v)n'; Ve = (2b+r'9)¢l, (2.148)
iVi® = (b —3w® + 13v)n®; iV = (2pb + r39)¢8. (2.149)

Avec a , ceci correspond & :

al =b+3w? ' =al +1'v =b+3w® +1'v; 0= V' + 19!, (2.150)
a2=2b; rl =a?+rlv=2b+rlv; 0= —2'%51 + et (2.151)
a® =b—3w’ I =a’ +Bv=b— 3w’ + 1Bv; 0= —iVy® + 155, (2.152)
at =2pb; 18 = a + r¥v = 2pb 4+ 18v; 0= —iVES 4+ 78¢5, (2.153)
Les deux équations ([2.150)) et (2.151)) s’assemblent en :
0= V(Zlagl +(b+ 3W3)(/£1pr + 2b$1pl + V(Zlml, (2.154)
714’0’3' 7170’3' 1. 11 0 11 1
Pr=—f i =5 i M=y =1p,+rp.

Les deux équations (2.152)) et (2.153|) s’assemblent en :

0= V3 aa1 +(b—3w) 6 p, +2pbd p+vo*m®; m® = 1¥p, +r®p;. (2.155)

2.3.4 Double lien avec la densité lagrangienne

On multiplie & gauche (2.150) par ', (2.151) par ', (2.152) par 7%
et (2.153) par &8 :

0=L! = —inttwgt 4 plilyt ( )
0= L= —igtve' + R, (2.157)
0=L3=—in8tVn® + 81188, (2.158)
0= L4 = g™V + 175, (2.159)

(2.160)

m m m m
O:,C:i[,l Y p2 Y p3 e 4.
k1t +kr1£ +k18£ +k‘r8£
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De par la construction méme de cette densité lagrangienne, chaque L™ est
stationnaire, donc aussi la densité £, puisqu’elle est identiquement nulle en
tout point de I'espace-temps, et pas seulement en moyenne. Aucun principe
physique n’est utilisé pour obtenir ce résultat : la densité lagrangienne est
nulle comme somme de termes tous nuls. Le principe de moindre action
n’est plus un principe quasiment métaphysique. On va écrire chacun
des termes de cette densité lagrangienne comme somme d’une partie réelle
et d’une partie imaginaire. On peut d’abord remarquer qu’on répétera la
méme procédure quatre foisﬂ, et donc il suffit de traiter complétement le
cas de la partie £. On a :

1 1
L= 5(& + LMy 4 5(cl — L,
L'+ L' = —in'Te(0n") + 0"yt +i(0m' ot nt + 1My}
= —in"Te"(0n") +i(0un' ot n' + 911"+ 1"n'. (2.161)
ﬁl o ﬁlT _ _an‘i‘o_; ( ,’71) + anll 1 _ (6#77”)0'“771 o anllTnl
= —idu(n'Torn") + T (1" = 1")nt

Chaque ™ et r™ est une somme de vecteurs, et les vecteurs d’espace-temps
forment la partie auto-adjointe de 1’algébre d’espace. On a donc :

Lov g e Lon gy
S+ =1 = 1ot S0 1) =0,
1 1
0= §(£1 + L’”) = 5[—in1Ta“(8M771) + i(@un”)a“nl] + iyt (2.162)
1 1. . ) {
0= (L' = L) = S [=in'Ta" (9m") — i(@un' o ') = —50,D}"

Cette derniére égalité signifie que le courant DlL se conserve. Et puisque
les trois autres vecteurs sont semblables, les courants DL, D% et D% se
conservent eux aussi. Par conséquent les £™ qui ont une partie imaginaire
identiquement nulle sont réels, et donc égaux a leur partie réelle :

0=L" =R(L). (2.163)

Maintenant on va développer cette égalité, a l’aide de la représentation
matricielle réelle suivante des matrices complexes :

a —b

1 [a+i) b a
" <c+id> c —d|’ (2.164)

d c

8. Passer de n & £ consiste simplement a remplacer o# par o#, et donc on a seulement
trois signes a changer, sinon tout est similaire.
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w_(a b ¢ dy .44 (b a —-d ¢
n _<—b a —d c)’ i _<—a b —c —=d)’ (2.165)

Oy — O3 0 —0h —0
0 80 — 83 82 _81
— g _
V=c'du=| _p D o4 B 0 , (2.166)
—0s -0 0 0o + 03
llO +l13 0 lll 112
0 llO +l13 _112 lll
I = 1 12 J10 _ 13 0 : (2~167)
112 lll 0 ll() _ 113

La matrice de n' contient a, b, ¢, d une fois dans chaque colonne, et c’est la
méme chose pour chaque ligne de n'f et de —in't. Il y a exactement deux
signes moins dans la colonne de droite de n'. Il y a deux signes moins et
deux signes plus dans chaque ligne, ou quatre signes plus, ou quatre signes
moins dans n'f et —in't. Pour les matrices 4 x 4, chaque ligne et chaque
colonne contiennent exactement une seule fois les 0, ou les I'#. On compte
exactement huit signes plus et huit signes moins dans la matrice V, et
seulement quatre signes moins dans la matrice [', et ces deux matrices sont
symétriques. Tout cela n’est évidemment pas un hasard mais résulte des
propriétés de la multiplication dans I'algébre Cl3, propriétés qui sont elles-
méme le résultat de 'anti-commutation des vecteurs orthogonaux. Donc la
densité lagrangienne £! vérifie :

0= L' =+ adob + cdod + (aa + bb + cc + dd)I*°
+ bdyc 4 ddya + (ac+ bd + ca + db)I*! (2.168)
+ adac + boad + (ad — be — cb + da)l'?
+ bdsa + cdsd = (aa + bb — cc — dd)I*>.

ou 'on définit ainsi la notation ¢ :
ud,v = u(0,v) — (Ouu)v. (2.169)

On remarque que tous les termes différentiels dans cette densité lagran-
gienne sont des termes J,, que chaque variable réelle a, b, c,d est présente
une fois et une seule avec chacun des §,,. Et de méme chaque variable a, b, c, d
est présente une fois et une seule dans chacun des I'. Ce sont la toutes les
propriétés nécessaires et suffisantes pour permettre d’obtenir les équations
d’onde a partir des équations de Lagrange, ce que I'on va maintenant dé-
tailler. L’équation de Lagrange relative au paramétre a s’écrit :

oL ( oL )’

% - °w 3((9“@) (2170)
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elle donne I'équation d’onde :

ob — 01d + Oac — O3b + 2(al'® + ' + dI'? + al'?)
= 0o(—b) + 01d + O2(—c) + O3b. (2.171)

Les termes différentiels de la premiére partie sont exactement les opposés des
termes différentiels de la seconde partie, parce que la densité lagrangienne
ne contient que des ¢,. Et il y a exactement un terme de chaque variable
parce que chaque variable est contenue une fois et une seule avec chaque
valeur de l'indice p. L’origine de cette propriété est bien str la structure de
I’algebre Cl3. Le facteur deux vient de ce que chaque variable est présent
deux fois comme facteur de chaque I**, pour les mémes raisons de structure
et de signes qui résultent de 'anticommutation. Le résultat est qu’on peut
simplifier I’équation d’onde :

0 = 0ob — O1d + Dac — O3b + (al'® + cl™ + dI'? + al'?). (2.172)

Et on peut utiliser la méme méthode pour obtenir chaque équation de La-
grange. Pour la variable b on obtient :

— Opa + O1¢ + Ood + Oza + 2(b1*° 4 dI*t — cl'? 4 bI'3)
= do(a) + O (—c) + 02(—d) + 03(—a),
0 = —0pa + O1c + Dad + Oza + (bI'° + dI* — cl'? + bI'3). (2.173)

Ensuite ces deux équations peuvent étre combinées en posant a + ib = ni
et c+id=nj :

0= (8p — 03)nt + (=81 +idz)ms +i[(1'° + 1)t + (1M — i1*?)nd]. (2.174)

On continue le calcul avec les équations de Lagrange relatives aux variables
c et d. On simplifie les équations, on les regroupe et elles donnent :

0= (=01 —ida)nt + (B0 + )iy +a[(IM + il Py + (10 = 1)) (2.175)

Finalement on regroupe les deux équations d’ondes & valeur complexe en
une seule :

0— Oy — O3 —O0h +1i0- T]% T 10 + 3 g2 77%
o —81 - iaz 60 + 83 77% ! A + a2 o 13 17%
0=—iVnp' +1'n" (2.176)

Ce calcul est souvent présenté d’une maniére trés concise, utilisant la fonc-
tion 1, ot ¥(x,y, z,t) est une matrice colonne & quatre composantes com-
plexes, comme si ¢ga pouvait étre une variable réelle! Cette maniére ultra-
concise de calcul est néanmoins toujours correcte, le calcul détaillé ci-dessus
en étant précisément la preuve.
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En résumé, ’égalité 0 = L est la conséquence nécessaire des équations
d’onde des quatre nt, €1, 78 et £3. Et réciproquement cette densité identique-
ment nulle £ = 0, étant donné les régles découlant de 'identité uu =u - u
pour tout vecteur u, de la dimension 3 de I'espace, du fait que ’espace-
temps de la relativité restreinte est la partie auto-adjointe de 1’algébre de
Clifford, et bien cette équation, par les équations de Lagrange, redonne
exactement les quatre équations d’onde dont on est parti.ﬂ De plus, quand
on calcule la variation de la densité lagrangienne par rapport a I'une des
variables spinorielles, on effectue le calcul comme si les potentiels ne dépen-
daient pas de ces spineurs. Et pourtant ils dépendent en fait de ces spineurs,
comme dans n’importe quelle théorie de champ cohérente. On verra com-
ment tous les termes des équations, autres que le terme différentiel, termes
de jauge et termes de masse, dépendent, dans la densité lagrangienne, des
spineurs par 'intermédiaire des courants chiraux. Il arrive alors que le calcul
des équations de Lagrange est néanmoins correct, par suite d’identités qui
suppriment les conséquences de cette dépendance. C’est pour cela que les
potentiels de jauge paraissent extérieurs méme lorsqu’ils dépendent étroi-
tement des spineurs. Pour voir ¢a on peut considérer par exemple le terme
Bﬂn”o“nl = ' Bn'. Quand on dérive ce terme par rapport a n', on sup-
pose que cette dérivation n’affecte pas B. Néanmoins ce potentiel B pourrait
inclure un terme dépendant de D} = L'L'. Mais en pratique ce terme ne
donne aucune contribution supplémentaire a I’équation de Lagrange concer-
née, parce que :

oy (0 -7 1l o1
LY = V2 (7l mh) <0 77?2) =V2(0 773 +7m371) = 0. (2.177)
anDanl _ anlelnl —0.

En physique lagrangienne, les équations de Lagrange sont obtenues en
négligeant les termes qui restent aprés une intégration par parties, ce qui
suppose que ces termes peuvent étre négligés. En fait la seule chose qui est
vraiment négligée, c’est justement la preuve du fait qu'on peut négliger les
termes restants! Il n’a en fait jamais été vraiment compris pourquoi les
équations de Maxwell régissant le champ électromagnétique, ou les équations
d’Einstein gouvernant le champ gravitationnel, doivent nécessairement se
déduire d’un formalisme lagrangien. Les équations de Lagrange sont certes
utilisables pour obtenir une partie des lois de l’électromagnétisme, cette

9. Ce double lien logique entre I’équation d’onde et la densité lagrangienne n’est pas
une propriété générale des algébres de Clifford. Il existe des dimensions et des signa-
tures ou cette dérivation automatique des équations d’onde fonctionne, & partir de la
seule équation correspondant a la partie réelle cliffordienne des équations, et d’autres
cas oll on ne peut pas. Donc il n’y a pas de principe général derriére ce comportement
automatique du formalisme lagrangien en physique quantique relativiste, c’est seulement
la conséquence inévitable des propriétés particuliéres de l’espace-temps. Ces propriétés
particuliéres résultent de la dimension de ’espace et du temps, qui sont toujours respec-
tivement un et trois dans n’importe quel espace tangent en n’importe quel point de la
variété d’espace-temps.
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partie qui relie les dérivées partielles du champ aux courants (détails en
. Ce calcul est techniquement correct, mais les lois reliant les champs
aux potentiels ne sont pas issues d’équations de Lagrange. Il en résulte que
les potentiels ne sont considérés que comme des intermédiaires de calcul
sans réalité physique, alors qu’ils font partie des grandeurs physiques dans
Pélectromagnétisme du photon de Louis de Broglie [57] [58]. De plus, la
propagation des champs, aussi loin des sources que I’on voudra, n’est pas
prise en compte. Cette propagation a I'infini, sans atténuation autre que celle
due a la distance de la source, suffit & invalider 'annulation des termes qui
restent aprés intégration par parties : 'augmentation du volume compense
exactement la décroissance de 'amplitude des termes de potentiel.

Si cette physique lagrangienne opére a la perfection, si les termes qu’il
faut faire disparaitre ont la bonne fortune de se supprimer, cela ne vient
pas d’un principe métaphysique, mais cela résulte simplement des proprié-
tés trés particuliéres de I'algébre Cls. Le double lien logique a une origine
purement algébrique, il est toujours valide pour toutes les interactions de
la physique, sans condition, parce qu’il est directement relié¢ & la dimen-
sion trois de ’espace et la dimension un du temps, ainsi qu’a la signature
de la géométrie d’espace-temps. L’équivalence entre la forme usuelle et la
forme complétement invariante des équations d’onde implique la déduction
des équations réelles formant le systéme d’équations numériques qui équi-
vaut & I’équation de Dirac (linéaire ou améliorée). Cette déduction toujours
possible prend la forme des équations de Lagrange. En conséquence il est
toujours correct d’utiliser le théoréme de Noether, qui associe les lois de
conservation a l'invariance de la densité lagrangienne. On doit donc noter
qu’il suffit de changer la dimension ou la signature de 1’espace-temps pour
se trouver éventuellement privé des certitudes fournies par le théoréme de
Noether pour le fonctionnement de la dynamique de la matiére.lE

L’é¢tude détaillée que I'on vient de faire de la partie £' de la densité
lagrangienne peut bien évidemment se généraliser aux trois autres parties
de T'onde leptonique, ainsi qu’aux équations de ’onde anti-leptonique, qui
sont les mémes au changement prés de V en —V et a ’échange des ondes
droites et gauches, et donc aussi a la densité lagrangienne qui en est la partie
réelle.

2.3.5 Itération et équations des champs de jauge

Pour I'onde leptonique, la densité lagrangienne du modéle standard est
composée de deux parties : L’une décrit I'onde quantique de I’électron et de
son neutrino, et une autre partie décrit les bosons de jauge, c’est-a-dire B et
les W7. On a vu qu’obtenir la densité lagrangienne, en ce qui concerne les

10. Ceci est une raison suffisante a la faillite générale des théories & un grand nombre
de dimensions, lorsqu’elles essaient d’obtenir une description réaliste du modéle standard
de la physique quantique. C’est la méme chose pour toute théorie basée sur les variétés
riemanniennes utilisant un nombre indéterminé n de dimensions.
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quatre spineurs, était automatique. Cela ne fonctionne pas du tout pareil
pour la partie des bosons de jauge, elle n’est pas reliée de maniére relativiste
aux spineurs. On a vu en outre que le lien classique entre potentiels et
champs n’est pas le méme qu’en physique classique, parce qu’il apparait des
opérateurs, et que le champ des bosons est, trés généralement, un champ
d’opérateurs. On a donc le droit de s’interroger sur la raison d’étre d’un
mécanisme lagrangien pour la partie bosonique du modéle standard. On
a néanmoins la possibilité de contourner complétement la difficulté en se
passant complétement de cette partie litigieuse du formalisme lagrangien,
en utilisant la forme fonctionnelle récursive des équations d’onde de la partie
fermionique du modéle standard. On utilise & nouveau la décomposition
de ¥; en ses quatre parties chirales. On pose :

pri=1% poi=rl p3:=1% py:i=1% p,t = p;j’\”. (2.178)
Avec (| a on obtient :

n' =ipy'Vn's V' = —ipin, (2.179)
¢ =ipy ' VEY Ve = —ibat?, (2.180)
n® = ip3 'V Vn® = —ipan®, (2.181)
¢ =ip,'VES; VES = —ips&t. (2.182)

On obtient alors en itérant ces équations :
n' =ipy 'V (ipy V') = ipy 'V[ipy 'V (ipy V'] (2.183)
¢ =i, ' V(ip, ' VEh) = ip, ' V[ip, ' V(iD; ' VEY), (2.184)
n® = ipy ' V(ipy ' Vn®) = :';IV[lpglV(Z 5 V), (2.185)
&8 = ipy 'V(ipy 'VE®) = ipy 'VIiby 'V (iby 'VEY)] (2.186)

Ces équations ne sont pas optionnelles, elles sont une conséquence obliga-
toire de ’équation d’onde de chaque spineur. Itérées une fois, les équations
d’onde permettent de définir les champs de jauge a partir des potentiels et
des termes de masse inclus dans les p;!. Le modeéle standard a des pro-
blémes avec les champs de Yang-Mills, et on peut en voir une raison : ces
champs ne sont pas indépendants de I'onde quantique puisqu’ils sont définis
a partir de ces équations d’onde. Et cette définition se fait en quatre parties
puisqu’il y a quatre sortes de représentations du groupe Ci3. On remplace
maintenant les spineurs colonnes ¢ et 7 par les termes correspondants dans
Cl3. On obtient :

VL' = —ip,LY; V(VLY) = —iV(p1 LY), (2.187)
VR! = —ipyRY; V(VR') = —iV(p2R"), (2.188)
VI® = —ipsL; V(VI') = —iV(psL)), (2.189)
VR® = —ip4R%; V(VR®) = —iV(p4R®). (2.190)
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On définit maintenant les champs de jauge F' comme :

V(p1L') = FL(L) + 51 VLY, (2.191)
V(D2R') = FA(R') + paVR', (2.192)
V(psL') = FS(IL") +ps VL', (2.193)
V(B4R®) = F(R®) + psVR® (2.194)

Dans toute théorie physique de champs, le lien entre les termes de poten-
tiels et les termes de champs ne sont pas arbitraires. Par exemple, le po-
tentiel gravitationnel du Soleil n’est pas postulé, mais calculé a partir des
équations du champ de gravitation. La principale nouveauté des relations
précédentes, c’est que les champs de jauge sont différents pour les ondes
droites et les ondes gauches. Et on doit rappeller qu’un photon est droit ou
gauche. Comme :

OL' = ~i[F}(L") + B1VL'] = ~iFL(LY) - Bu(—ip DY), (2.195)

et avec :
p?L = Pn ' Pn = pnﬁn = f)npn, (2196)

les équations du second ordre s’écrivent :

0= (O+p? +iFH)(LY), (2.197)
0= (0+p3 +iFL)(RY), (2.198)
0= (0+p2+iF$) T, (2.199)
0= (0 +p3 +iFg)(R®). (2.200)
On a donc :
FL(LY) = i@+ pt)(LY), (2.201)
FR(R') = i(0+ p3)(R"), (2.202)
FHI®) =i(0+ p3)(T), (2.203)
F(R®) = i(0 + p3)(R). (2.204)

2.3.6 Angle de Weinberg-Salam

Ce paramétre du modéle standard est un angle qui mesure le mélange
entre le photon et les autres bosons de jauge du groupe U(1) x SU(2). Cet
angle Oy, vérifie :

q q €
- g= Cg=— 2.205
gl COS(GW) ? g2 Sin(@W) I q hC’ ( )

2q
— o B W3 =4/?+¢27°= 270 2.2
1B+ go g1 + 95 sn(20m) 2 (2.206)
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B = cos(O)A — sin(0w)Z° ; W? = sin(Oyw)A + cos(Ow ) Z°, (2.207)
B+iW? =" (A+iZ%; A+iZ°=e (B +iW?). (2.208)
Avec les équations ([2.143)) et (2.144), en regroupant les trois termes W7,

on remplace 3W?3 par W et au lieu des précédentes équations, on pose
maintenant :

q _ q . _ €
M= Cos(ow) * P sinOw) T 1T Re
(Ow)B + sin(0w)W; Z° = —sin(fw ) B + cos(fw )W,  (2.210)
= cos(fw)A —sin(Oy ) Z° ; W = sin(Ow)A + cos(Ow ) Z°, (2.211)
B+iW =" (A+iZ%; A+iZ°=e W (B +iW). (2.212)

(2.200)

= COS

Le systéme des équations d’onde de 1’électron s’exprime alors comme :
0= (V—i—z—B—i—z W+ il'v)L,
0=(V—-ig1B—ir V)Rl. (2.213)
Et avec les précédentes définitions c’est équivalent a :
0=[V —i(gA +r'v) +igT Z°|R"; T = tan(fy ),
0= [V—l—i(qA—Hlv) —Hg( T+ T)ZO}Ll (2.214)

Comme il y a une seule maniére d’exprimer des termes X et Y quelconques
comme somme et différence : X = 1/2(X +Y)+1/2(X - Y) et ¥ =
1/2(X +Y)—1/2(X —Y), on récrit le systéme précédent sous la forme :

0= [V—z[qA—i—r V] —zg<——3T)ZO+zf< —&—T)ZO}Rl

I\T 1
0= [V +igA +1'v] + i%(f —37)2°+ zz(f +7) 21 (2215)

On n’obtient I'équation d’onde de I'électron (1.149) que si le terme en Z°
n’est que d’un seul signe, positif, et donc seulement si 37" — 1/T" s’annule.
Et c’est le cas justement si y, = 30°, qu’on a obtenu en [33] par un autre
raisonnement, indépendant de celui-ci. De plus, ce résultat a aussi été obtenu
par Stoica d’une maniére encore différente [I09], ce qui conforte le résultat
et donne :

_ 1.1 Lo 9y @
T= i = V3=3T; 3T T*0’4(T+T)*\/§' (2.216)
On a donc :
_ iy 1 -4 o] p1
O—{V z(qAJrrv)—&—z\/gZ}R,
0= [v +i(gA +1'v) + i%ZO} I (2.217)
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La rotation de 30° de 'angle de Weinberg-Salam est donc la simple ré-
écriture des termes de jauge comme somme et différence de termes qui
s’appliquent au spineur gauche et au spineur droit de 1’électron. De plus, il
s’avere que le calcul de cet angle & partir des données expérimentales, par
la méthode d’approximation de la théorie quantique des champs, donne une
valeur proche de 30° et qui s’en approche quand on utilise des données a
faible impulsion-énergie.

2.3.7 Conséquence pour le neutrino-monopole

L’angle de Weinberg-Salam concerne plusieurs propriétés : le boson Z° a
une masse propre supérieure a celle des bosons W™. Le rapport expérimental
des masses est dans le voisinage du rapport 2/v/3 résultant de la valeur 30°
de ’angle de Weinberg-Salam. Les autres propriétés sont la charge électrique
nulle du neutrino, et la masse propre nulle du photon. Les équations de
I’onde gauche et de I’onde droite du neutrino-monopoéle sont maintenant :

0= (—iV +b— 3w+ 13", (2.218)
0= (iV + 2pb + r3V)R". (2.219)

Avec les 30° de I’ angle, ceci devient :

0=|—ivV+ g(A — 7 — %(A + 2 + 18| T, (2.220)

_ Z0
0=[iV + pg(A — Z°) + rVR"; 27° .= N3 (2.221)

Le terme A disparait dans I’équation d’onde de fs, c’est ce qui fait du neu-
trino gauche un objet "neutre", c’est-a-dire sans interaction électrique. On
rappelle que ce systéme de deux équations est en fait équivalent & ’équation
unique obtenue en sommant les deux équations du systéme, parce que les

—8  —8 . R .
termes non nuls de L~ et R occupent les deux parties d’'une méme matrice,

—8
¢
-8, . 108 —8 058 18 -8 g =8
0=Vo¢ (—io3) —2qZ"L 4+ pgAR —pqZ” R +1°vL +r°vR (2.222)

Si p = —2, une valeur qu’on justifiera au chapitre 4, on peut rassembler les
deux termes contenant Z'0 :

. . _ _ 8
0=V oa1 +qAd (1 — 03) — 202" 03 + v (10 lf’g) , (2.223)

b s — — 8
0=Vo 021 +qAd (1 03) — 202" 05 + v m®; m® := <10 ros) :
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2.4 Densités tensorielles d’impulsion-énergie

L’équation de Dirac utilise une densité lagrangienne unique, mais en fait
plusieurs densités lagrangiennes différentes sont possibles, toutes station-
naires parce qu’elles sont identiquement nulles. En (2.160)) on a posé :

mog Moy M3 Ty
O—E—kllﬁ +l<: £+k18£ +k8£

On a rencontré au chapitre 1 'autre densité que ’on peut former & partir
de 'électron seul. Ces deux densités se généralisent en :

0—£+—£—m£1+—£2+m£3+—£4 (2.224)
_p—_ My M o M3 Ty
0=1L kllﬁ pets +k18£ or®

Chacune de ces densités lagrangiennes est invariante sous le groupe d’in-
variance étendue Cl35. A chacun des sous-groupes & un parameétre de ces
invariances est associé un courant qui se conserve (théoréme de Noether).
Le tenseur d’impulsion-énergie, appelé tenseur 1" de Tétrode, est associé a
I'invariance sous les translations d’espace-temps de la densité lagrangienne
L7T. Le tenseur associé & £~ généralise le tenseur non-interprété V de O.

Costa de Beauregard.E Ils vérifient :

m moqe
T = m{(mﬂudﬂdiwl + mfua“d}aﬁl
m ~
+ mﬂ&gudmﬂ + WSSTJMd%)\éB)}a (2.225)

VA#Z?R[ (ku””"“dmn - mg”a#d}%fl

m ~
o]t — e a“d%)\fgﬂ. (2.226)

du = (—i0\ + )0, (2.227)
= (—i0\ +1r3)E, (2.228)
:( iy + I5)n°, (2.229)

,\58 = (=i +13)€° (2.230)

11. En [54], O. Costa de Beauregard remarqua que le tenseur V;; est non interprété, ce
qui veut dire qu’il est sans équivalent en physique classique On peut voir que ce tenseur
s’obtient [22] en remplagant 7o par 73 dans la définition du tenseur de Tétrode. Cette
substitution change aussi le courant J en le courant K et elle est équivalente au passage de
L1 a £7. Ceci améne I'idée surprenante que deux tenseurs d’impulsion-énergie de
nature différente existent avec ’onde de 1’électron. L’existence de deux densités
lagrangiennes et de deux tenseurs d’impulsion-énergie est apparue en premier dans la
théorie du photon de Louis de Broglie [57][58].
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Le tenseur d’impulsion-énergie T" est donc la somme de quatre tenseurs, un
pour chacun des spineurs de ’onde leptonique :

m m m m
k1L krl Fr® k18
Tiy = R(n'To"dpn"). (2.232)

T=-—T+—Th +—Th+ —TF, (2.231)

On obtient les trois autres en remplacant simplement n' par ¢!, n® et €8,
et en remplagant les o par des o* si on remplace un 7 par un £. Il suffit
donc d’é¢tudier en détail T} puis d’utiliser la procédure de remplacement.
Ce qu’on calcule ici est une généralisation de I’étude du chapitre 1. Donc
il suffit de reprendre la méthode de calcul utilisée pour ’électron, qui, avec

(11.310)), donne :
8HTL1M = (9HTLU/<O')\ = %[Bu[n”a”(—w)\ + l}\)nl]]o)‘
= R[0,[—in'To"o\n' + 13D} 0. (2.233)
Puis on utilise 'équation d’onde de n', ce qui donne :
Vit = —il'nt; 9,D}" =0, (2.234)
0,T1" = R[[=i(Vn")Toan" —in'Tox(Vn') — D 0,15]] 0
= R[—i(in" 11" dan" — in'Tox(=il'n") + (9,13)D} "o

= (01} — OxL,)D} 0. (2.235)
De méme, avec les trois autres spineurs, on obtient :
O.TE" = (0ury — Oxrp) D', (2.236)
0.T;" = (9,13 — 0I5)DY o™, (2.237)
OuTR" = (9ur} — 0xrS Do, (2.238)

Le champ électromagnétique complet F', c’est-a-dire avec monopodles ma-
gnétiques, est la somme d’un champ purement électrique, noté F'¢, et d’un
champ purement magnétique, noté F™. Ils vérifient :

At =0; 9,2 =0, (2.239)
F=F+tF" F¢=VA=FE+il; E=—-0yA—9Ao; H=0xA

F™ = Viz0 = B 4 if™; B = §x 70, A = 0,2 + 2.
(2.240)

On a donc :
Fﬁ/\ = 8MA)\ — 8)\AH;
9,T" = %aﬂ%“ + %aﬂ};‘ + k%laﬂ:rg“ +

iF} = 0,2 —0r\Z)), (2.241)

9, T8 = 0,Tl o>,

km,
m m m m
0, T = Haﬂgﬁ + 2 OuTRS + k—mla,LTg‘; + o —0uTR). (2.242)
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Oron a:
P=b+awt 4y = 24— 29+ L4420 + 1y
=qA+1y, (2.243)
rt=2b+rlv=gq(A- 27 +rly, (2.244)
I8 =b— 3w+ 1y = %(A — 7%~ %(A +329) + 1By
= —2¢Z"° + 1By, (2.245)
r® = 2pb + 18 = pg(A — Z°) + rBv. (2.246)

On obtient avec 'onde gauche de I’électron :
0.Tih = (91} — Onl,,)DY"
— (40 Ax — NAL) + (0,2 — 3 Z'0) +1(Dpv — (%\V#)]D}:”
= (qF% +iqF)} +1'G,0)Dy" (2.247)
GH)\ = (9MV)\ — 8,\v,“ (2.248)

ol G est un bivecteur similaire au champ électromagnétique. On obtient
avec I'onde droite de I’électron :

auT;cl/L\ = (9ury — (’9)\7" )Dm
= [q(0uAx — ONAL) — (0,23 — ONZ')) +1(Duvx — Oav,,) D
= (qF%\ —iqF)y +1'Gux)DY' (2.249)
On obtient avec ’onde gauche du neutrino-monopdle :
OuTrh = (915 — DN DY
= [0(9,Ax — ONAy) — 2q(9, 2" — DZ",) + mu(Duva — Dav,)DY
— (0F¢, — 2igF™ + 18G,M)D§“. (2.250)
On obtient avec ’onde droite du neutrino-monopole :
0T = (81 — OarS) DY
= [pg(9uAr — AL) — pg(9,Z'5 — ONZ')) + M (9,vx — Dav,,) DY
— (pgFSy — ipgFl% + GM,\)DS" (2.251)
Ajoutant les différents termes, on obtient :

8 T# k 5)\(11

’n " L m
+z% M(ll D/ ——Dll —218D8‘ r—SD%“) (2.252)

+ G (D + D}%‘ + DY + D).

D“‘+ D1“+ DS“)
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Et on a donc :

OuT" = |qFn (3" + 8DS“) (2.253)
. m " 4
+ q 'U’A(kll Dh — FDlﬂ — ZWD&L WDSM) + GM)\Jé ):| 0)\.

On peut remarquer que le terme DSL“ manque sur la premiére ligne : cela
correspond au fait que le neutrino gauche ne voit pas I'interaction électrique,
c’est la raison du nom "neutrino". Lorsque I’électron est seul, lorsque les
interactions faibles ne sont pas en jeu, ni le champ G, il reste :

9,TH = FﬁA(MlD“‘jLFDl“) , (2.254)

Ceci donne la force de Lorentz (1.328) agissant sur le courant électrique
je = e(#rDk + 2 Dy) de lélectron.

2.4.1 Densité de probabilité

La composante T3 de la densité d’impulsion-énergie vérifie :
S m m
Ty = %[ - z(ﬁn”dionl + € dpge!

+ et + e die ) . (2.255)

k18 ATk

Pour une solution de I’équation d’onde d’énergie E, la méme pour la totalité
de 'onde, on a :

E
*id}%ofl = %fl(f) —id} 058 = *058(5)7

. E . ) E .
—idpn' = §771($)§ —id}on® = %778(35). (2.256)
Ceci donne :
70 — E( 1, M I e1tel 4 8t 8+ T ¢8i¢8)
I Y TR 877 R
_E . m 4 0 .
— hc(kllDL + k;rlD + k‘lgD + i 8D )= ﬁcll’ (2.257)

C’est le courant J; qui généralise le courant J du chapitre 1. La cause de
I'existence d’une densité de probabilité est donc la méme que pour ’électron
seul, c’est le principe d’équivalence entre la masse-énergie d’inertie et la
masse-énergie gravitante, qui implique :

g=[[[aze: [[[ ik =1, (2.258)
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2.5 Quantification du moment cinétique

Le théoréme de Noether déduit la conservation de I'impulsion-énergie de
I'invariance de la densité lagrangienne sous les translations. De la méme ma-
niére ce théoréme permet de déduire la conservation du moment cinétique
de l'invariance de la densité lagrangienne sous les rotations. La mécanique
relativiste remplace le groupe des rotations de ’espace par le groupe de Lo-
rentz. Or la physique quantique remplace le groupe des rotations SO(3) par
le groupe SU(2) tout comme elle remplace le groupe de Lorentz orthochrone
par le groupe SL(2,C). Enfin, on a étendu d’une part cette invariance au
groupe GL(2,C) = Cl} contenant le précédent, et d’autre part on dispose
non plus d’'une seule, mais de deux densités lagrangiennes invariantes, £+
et £L7. On va utiliser ici la seconde, £~ et la densité d’impulsion-énergie
correspondante, définie par :

o Mg 1.1 1t~pql
V= R| =i o b’ — e 19 !
m s+ 4 _ 8t 518 ¢8
+ ool - I gSignds, ¢ )] (2.259)

Comme la méthode de calcul utilisant les facilités de 1’algébre de Clifford
de [88] ne spécifie pas ce qu’il advient dans le cas du spin 1/2, on utilisera
ici la méthode usuelle de la théorie quantique des champs avec les notations
de Bailin [2] On considére une transformation de la forme :

M=1+- (6w + 0wl oy 4 dw?as + dwos + dwio + dw’ioy + dwlios + dw” i)

(2.260)
ou les huit dw™ sont infiniment petits. On a :
Mt =1+= ((5w + dwloy + dw?oy + dwos — dwhioy
— 5w iy — dwlios — dw'i)
X' =x"Mg, = MxM' = x + 6xto,,; oxM = X/'ow (2.261)

Ceci donne :
0x? = x%0w 4+ x1ow! + x26w? + x3dw?,
oxt = x%w! + x1ow’ 4+ x%6wb — x36w5, (2.262)
0x? = x%0w? — x10w’ + x%0w’ + x30w?,
0x3 = x%6w? + x'ow’ — x%ow? + x36uwP.
Les seuls termes X! non nuls sont :
X9 =x"% X? =x" X9 =x% XJ=x3
Xg=x" x| =x"% X} =-x% X} =x% (2.263)
Xo =x2 X2 =x" X6 = —x!: Xf:x‘q’7
X3 =x% X5 =x" X} =-x% X2 =x,
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Bailin note ¢, les différents champs, et note leurs variations :
= plow'". (2.264)

Comme on peut utiliser I’adjoint pour obtenir la partie réelle, on peut consi-
dérer seulement quatre champs de spineurs :

P1=1n" o2 =€ s =1 o = €. (2.265)
Et I'on a :
n'+on' = Mny's & 486" = M\ n®+on® = Mys € + 665 = M&%,

— 1
M=1+ 5(5w0 —dwloy — dw?cy — dwios

+ dwhioy 4 dwPioy + dwlios — dwTi). (2.266)
Ceci donne :
2061 = 0wVt + dwlo €t + dwloat! 4 dwiose? (2.267)
+ dwhic1 € + dwPioat! + dwlioge! + dwTig?,
20mt = 6w'nt — dwlont — dw?oent — swiasnt (2.268)

+ dwhioint + dwdioant + dwlicsnt — dwint.

Et on obtient deux formules semblables pour £% et . Avec la numérotation

de ([2.265]) on a :

1 1
¢é=”—;¢} R —02n7¢§:_ v
2 390
ol = ’ 771 - " 2.2
4 = ZJ1 7¢5 20227% 103 ,¢7——? (2.269)
51 El 51 ¢
QSO - ) ¢1 ) ¢2 ) ¢3 =03+ 2
1 1 1 1
¢i:w1§27 ¢5_i 2627 ¢6_ZU3§ ; ¢7_Z€* (2-270)
8 8 8
n 77 n n
%= Qbi):_a'l?; ¢§——0227 5= 03,
3 _ o ’78 2.271
¢4 — Z0-1 ; ¢ =102+ 9 5 ¢6 - ZU3 5 ¢7 2 ( . )
58 58 58 58
¢é - ) d)l ; ¢2 ; ¢3 2
§8 £ . 58 58
¢4 =101+ ¢5 =10 2 ; ¢6 ; ¢7 (2-272>

2

Comme les £ et '™ sont aussi des solutions des équations d’onde, la densité
lagrangienne vérifie toujours 0 = £~ ; donc le théoréme de Noether associe
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a chacun des huit sous-groupes & un paramétre w’ du groupe d’invariance
un courant conservatif :

oL~ oL~
o — ) v
jl—(iaw —£5>X-—7
! a(a;ﬁpa)( v a) v ! 8(au<:0a)
Par rapport a cette formule générale on a une simplification due & ce que les
équations d’onde sont homogeénes, ceci étant associé au fait que la densité
lagrangienne s’annule pour chaque solution. Donc les courants vérifient :

L. (2.273)

oL~ oL~
= s (0upa) | X} — ———— 7. 2.274
J ( 50,77 @) a(aWQ’ (2.274)
Avec (| a ) la densité lagrangienne ([2.224)) donne :

oL~ oL~ im oL~ oL~ im
= = 77 = = + ngU#
0(0up1) — 0(0un') — 2kD 3(5;&2) 0(0u8")  2kr! ’
(2.275)
oc~ oL im oL~ _ oL~ _ . im eSton

0(Bups)  0(0u®) ~orE" a(am) 8(0,5) ~ ' 2kr®

Auparavant, la théorie quantique n’utilisait que les six vecteurs j}' a j&, le
groupe d’invariance étant un groupe a six dimensions. Ces six vecteurs sont
maintenant rejoints par deux autres, et c’est précisément I'un de ces deux
nouveaux vecteurs, j7, que ’on va utiliser. On a :

oL~ oL~
- L v
Jr = (7(&/@ ))X Y- IAEY
r a(auﬂoa) ¢ T 8(6#<Pa)
Tous les X7 non nuls sont listés en (2.263), et cette liste ne contient aucun
X7, Cela vient de la propriété suivante : le générateur ¢ de la jauge chirale
U(1) appartient au noyau de 'homomorphisme f : M +— R de Cl} dans le
groupe D* des similitudes (voir [1.1.2] _ et . On a donc :

2. (2.276)

" oL~
Jr = "3
8(8M(pa)
Avec (2.269) a (2.272) et avec (2.275)), et comme ’adjoint d’un nombre réel

est justement ce méme nombre, on a :

o7 (2.277)

: n' im NS
.7';; = 22]€11 an M( ) 2 2]€ 1511‘0'“(—’_7’)?
8 8
im n §
+ 25 ot (i) — 2 % S €8T (1) R (2:278)
ce qui signifie :
) 1/ m 3 19
j1=73 (mDL + FDR + k18D + WD ) = ill (2.279)
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Avec ([2.258]), le moment cinétique, aussi appelé spin, vérifie donc :

///dv%j? - %c///d@? = Z (2.280)

On rappelle que cette derniére égalité a été obtenue en application du prin-
cipe d’équivalence : 1'énergie totale de l'onde (lice a la fréquence, donc a
la géomeétrie d’espace-temps c’est-a-dire a la gravitation), se doit d’étre
égale a l'intégrale sur tout I'espace de la densité d’énergie de ’onde quan-
tique, T9 (densité donnant les forces, donc I'inertie). Ainsi on peut dire que
La quantification elle-méme, et la relativité générale, découlent
toutes deux du méme principe d’équivalence entre masse d’iner-
tie et masse gravitationnelle. Cette quantification du moment cinétique
A partir des propriétés des équations d’onde ne pouvait pas s’obtenir aupa-
ravant, parce que manquaient deux choses : d’abord personne avant nous
n’a suspecté I'existence d’un groupe d’invariance de forme plus vaste, plus
contraignant donc, que le groupe de LorentzE. Et puis personne, a l'ex-
ception du trés avisé O. Costa de Beauregard [54], n’a vu Pexistence de cet
étrange tenseur V' dans l'onde de 1’électron.

Cette quantification du spin est une propriété du lepton complet, avec
ses deux parties que sont ’électron et le neutrino-monopole. C’est la com-
posante de temps d’un vecteur d’espace-temps qui est quantifiée, et cette
composante de temps est obtenue en sommant une densité tensorielle sur
tout ’espace. Ceci est trés proche de ce que nous donne la physique ex-
périmentale, puisque c’est la valeur exacte %i/2 que 'on obtient, et c’est
par contre trés loin de la théorie quantique non relativiste, car ¢a n’est pas
obtenu comme valeur propre d’un opérateur hermitien.

2.6 Dynamique du neutrino-monopole

Le monopodle magnétique peut étre regardé de trois maniéres différentes,
parce qu’il peut étre doté d’une onde droite, d'une onde gauche ou des deux.
Le monopodle magnétique sans onde droite est appelé neutrino ou neutrino
de D’électron dans la physique contemporaine. Le courant j,, = gD%, est alors
nul et ensuite le courant k,, se réduit au courant gauche. La force agissant
sur le neutrino est :

2
8, T = Fikt,o™; K, = —Zqu, (2.281)
9, T+ = £° + %F;’;kﬁnﬁ =Ky H™ 4+ K0 A™ — K, x B™, (2.282)

%f: KO ™, x B P = B i, (2.283)

12. Ce groupe aurait pu étre apergu dés 1928, mais pour cela il aurait fallu ne pas se
contenter des transformations infinitésimales, qui masquent la différence entre le groupe
SL(2,C) et le groupe de Lorentz.
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Seconde possibilité, qui n’a pas été encore utilisée dans le modéle standard,
le neutrino-monopdle peut n’avoir qu’une onde droite. Dans ce cas il inter-
agit & la fois avec les particules & charge électrique et avec les particules &

charge magnétique, et (2.253) se réduit a :

pm_g . pm

— : A . Al _ —
hed, TH = Fi\jno” + F Rk 0% ky, = e DR m = g

D%. (2.284)
ou g est la charge magnétique. On peut remarquer que les deux courants liés
a cette onde droite sont opposés. On doit donc s’attendre & un résultat dif-
férent pour la force agissant sur cette onde suivant qu’une charge électrique
ou une charge magnétique agit sur elle. L’interaction entre une charge élec-
trique et une charge magnétique a été décrite précédemment d’une maniére
compliquée, en calculant le champ électromagnétique du monopoéle comme
s’il était d’origine électrique : F' = VW au lieu de F' = ViW. De méme
Iinteraction entre une charge magnétique et une charge électrique a été dé-
crite par Lochak [89, 90] en utilisant le champ électromagnétique créé par
un électron comme s’il était d’origine magnétique : F' = ViA au lieu de
F = VA. Mais ces calculs sont corrects parce que 'on a évidemment :

Fe\jt, = VAjl, = VikigD, (2.285)

On peut donc se référer a ces travaux [89 [00] pour la démonstration de la
formule de Dirac eg/fic = 1/2. Puisqu’on vient juste d’expliquer comment
la quantification du moment cinétique découle du principe d’équivalence,
et que la quantification de la charge électrique et de la charge magnétique
résulte de la formule de Dirac, on voit que la quantification des charges est
aussi une conséquence du principe d’équivalence et de I'invariance étendue.

2.7 L’onde solitaire de 1’électron

L’électron a d’abord été considéré comme une particule élémentaire. Il
est aussi porteur d’une charge électrique, donc les premiers modéles d’élec-
tron ont associé sa masse-énergie a I’énergie proportionnelle & E? du champ
électrique a symétrie sphérique E qu’il crée. Or on a, en 1.11, directement
associé le champ électromagnétique au tenseur d’impulsion-énergie de ’'onde
¢ de I’électron. On peut donc penser 1’électron comme un soliton de I'onde
électronique, [46][47] avec une onde suivant le méme type d’équation que
pour un état lié de 'atome d’hydrogéne. L’électron étant porteur d’une
charge électrique est créateur, autour de lui, d’'un champ électrique lié au
courant électrique de l’onde électronique. Etant donné la masse nulle du
neutrino, le potentiel vérifie :

—OA=AA=qJ; A=A"(qd) = —%, (2.286)
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ol u est une constante numérique & déterminer (la charge de Iélectron
"nu"). L’équation d’onde devient alors :

0= Voo — %a—i— mgvcg. (2.287)

En multipliant & gauche par ¢ pour obtenir la forme invariante de I’équation
d’onde, et avec :

- ; - ~ 1 0
¢ = petP; Ir = mz =MmmMmg; Mgpve = pm, m = (0 r) ,  (2.288)

on obtient :

— ~

0=0(Vp)oa — %$$+ pm. (2.289)

L’équation améliorée est résolue, dans le chapitre C, par séparation des
variables en coordonnées sphériques. Grace aux identités de Kriiger [85], on
sait séparer, en une seule fois, les variables ¢ et ¢ des variables r et 6, et on
va chercher une solution de la forme :

S = e_%‘ée_%"'?; 0=0:= r_l(siné’)_%S; p = Ap — ExXY,
¢ =: QXePs, (E = QXePs . p=ePBXQ, (2.290)
AU —-BV N DU -CV - DU BV

X'_<OV DU)’ X_(BV AU)’ X_<—CV AU)
ou A, B, C et D sont des fonctions & valeur complexe de la variable radiale
r, U et V étant des fonctions a valeur réelle de la variable angulaire 6. A
est une constante réelle appelée nombre quantique magnétique qui peut étre
positif ou négatif, ce qui donne les deux états up-down du spin de I’électron.
U et V sont solutions du systéme d’équations :

, AU AV

U —— =—-kV; V' +

= kU, 2.291
sin 0 Y ( )

sinf
La constante k est un nombre entier positif non nul. Le nombre quantique
magnétique A de I'électron libre est un nombre demi-impair vérifiant |A| < &.
Les deux valeurs du spin de I’électron libre correspondent donc & k = 1 qui
donne A = +1/2. Ces valeurs de k et A sont les mémes que pour les états
1s1/2, on peut donc utiliser les mémes calculs, au remplacement prés du
terme d’interaction —a/r contenant la constante de structure fine o ~
par le terme d’interaction interne —u/r. Dans le cas A =1/2 on a :

U = Uyvsin 0 cos (9); V = ViVsinfsin (Q) (2.292)
2 2
Comme x =1et A =1/2, (C.48) et (C.52) donnent :
U =-1; Vi =—1; U= —+Vsinfcos (g), V = —Vsinfsin (g) (2.293)

1
137
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On pose :
A D B
Fi:=——; Fy:=——; F3:= —g; Fpi=——, (2.294)
T T T T
5o Q) s ()
p=3 Ex”; c¢:=cos 5 )i g:=sin{z), (2.295)
1 0 1 —cosf 0
0, = 2 — + cos gy s? = cos 0y — s — sin (2.296)
2 2 2
Avec ((C.74]) on obtient alors;
X ; CF1 —SF4 i
=9 pi3s — G (= = P3| 2.297
¢ r\/sinﬁe <5F3 cFy ) ‘ ( )
- - cFo  sFy\ . = i cFa sF4\ o1
X =rVsind <—3F3 cF1> i p=¢e _sFs cF, ST, (2.298)
On a alors :
¢ = ¢pp = det(p) = pe'® = *FFy + s’F3Fy. (2.299)
On a aussi :
1-— 26
1 +0,=1; 0, —0p=cosh: 02= %
62 — 3+ 4cos 98+ cos(29); 62 — 3 —4cos 98+ cos(29)7 (2.300)
det(X) = pxeiﬁ = XY = 7'2 SiIl@(Fngel + F3F492), (2301)
; det(X)
det(¢) = pe'? = ———~ = F F20, + F3F,0 2.302
et(¢) = pe T aind 1F201 + F3F 405, (2.302)
p* = (pe'?)(pe™"?) = |[F1Fa0; + F3F4b,, (2.303)
, F1F30, + F3F40,
= |[F1F20; + F3F0,); € = : 2.304
p = [FiFoby +FsFubel; e |F1F20; + F3F 05| ( )
De méme pour k = 1 et A = —1/2, on obtient :
0 0
U = —Vsinfsin (5), V = Vsin#f cos (5)7 (2.305)
1 —cosf 1 0 in” g
U? = sin—— 00 y2 i TS0y SO g 556
2 2 2
On a alors :
< _1—cosf _1 0
det(X) = pxe’? = sinf[AD=— " 1 O +§°S ] (2.307)
det(X) _1—cosf _ 1+ cosd
=AD——— B————— 2.
72 sin 272 +c 22 (2.308)
2
P -1 —cosf 71+0050H -1 —cosf 71+cos¢9]
= |AD CB DA——— + BC———|.
rdsin? 0 22 272 22 272
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On peut noter que les seuls changements, entre les deux signes du spin, sont
le remplacement de cosf par — cosf, ce qui échange 6 et 0 et change de
signe 3. On peut donc ne détailler le calcul que dans le cas A = +1/2.
Posons maintenant :

kl = ‘F1F2|91; kg = |F3F4|92, (2309)
k3 = (F1FoF3F, + F FoF3F4)0;.

2
2 Px 2 2 2. PX 2 2 2
= —=-— =ki+ki+k kT + k5 + k3 2.31
P Agin? g 1 2 3 P = 2sng V (2.310)

En présence de l'interaction électromagnétique interne, un terme —* s’ajoute
et l’on obtient alors, avec (77?) :

(v Dis 7EA piz __ . QD _§C
V(Xe )021 TXe = \/s1n0<88 A ) (2.311)
avec .
D::7<E+E)D+iD’+EB.
T T
— UWp g
B .= (E+ T)B iB' = =D, (2.312)
c;:f(mﬁ)cﬂ-éufg,
T T

A=-(B+2)A+id +Zc,
r r
L’équation d’onde équivaut alors au systéme (?7)-(?7) :
DDU? + BBV? = —pxl,
DC = BA,
CD = AB,
AAU? + CCV? = —pxr

La séparation des variables a été effectuée en on obtient le systéme
radial :

( —|—g> —zD/—zHB—l—lezllA—O (2.313)
T T

( %)B—HB'+Z§D+16”10—O (2.314)

( O‘)A 1A +i%C —resmD =0, (2.315)
T T

(E + —)C —iC" —i%A - resmB =0, (2.316)
T T

ol [1 et r1 sont deux réels quelconques.
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2.7.1 Reésolution du systéme radial

Le systéme d’équations radiales (2.313)),[2.314](2.315) et (2.316]) est iden-
tique au systéme linéaire résultant de I’équation de Dirac, si ’on y suppose
la nullité de I; et de r. Le comportement asymptotique & 'infini des fonc-
tions A, B, C et D est donc le méme que pour I’équation de Dirac. C’est ce
comportement asymptotique qui impose de ne considérer que des fonctions
de la forme (C.116]) :

A= (apr® +ar*tt + ... + anrs'*'")e_/\"”"7
bor® + byt + L+ banJr")(fMW7
cor® + et 4+ cnrs+")e_AmT,

dor® + dyr*t + .+ dnrH")e*Amr,

(
B=(
c=(
D=(

ou s et A sont deux réels positifs. On obtient alors trois sortes de systémes
d’équations numeériques : avec indice 0, avec indice entre 0 et n, et avec
indice n. Pour l'indice zéro, le systéme dépend seulement de u, « et s :

0= (—u—18)ag —ikcy ; 0= (—u—1is)by — irdp,
0 =irao+ (—u+1is)cy; 0=irby+ (—u+1is)dp. (2.317)

Ces systémes sont exactement les mémes qu’avec I’équation de Dirac li-
néaire. Ils sont constitués de sous-systémes. On n’obtient une solution non
nulle que si le déterminant de chaque sous-systéme est nul, et donc si s est
tel que :

0= (—u—is)(—u+is) — k% K> =5>+u? s= \/m (2.318)

C’est de la que vient la condition k # 0. Posons :

s +iu = |kle"; s —iu = |kle”. (2.319)
Le systéme (2.317) donne :
Co = ECLO = —efwao; do = Dbo = —eii’ybo. (2320)
|| |l

Avec l'indice n on a le systéme suivant :

0= (—FE+iAm)a, +e rd,; 0= (—F +iAm)b, — eiley,,

0= —(E+iAm)d, — e"la,; 0= —(E +iAm)c, +e " rb,. (2.321)
Ce systéme forme deux sous-systémes semblables, avec le méme déterminant

D. Une solution non nulle n’existe que si le déterminant est nul, ce qui
donne :

_|-E+iAm e~y

_ ) . ) 2,2 i(ly—ri+m)
0=D= il B iAm E*+A“m” —e Ir, (2.322)
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On n’obtient la relation attendue pour la masse-énergie que si :

I —ry =7 mod2m; €™ = —¢h, (2.323)
Et alors on a :
0=D < Ir = E? + A?m?,
0=D & E*>+A*m* =m]. (2.324)

Comme pour les états de 1’électron dans 'atome d’hydrogéne, on suppose
que les deux masses ne sont pas égales, donc que la moyenne harmonique
m des deux masses, vérifiant % = % + %, est inférieure & la moyenne géo-
métrique mg = V1Ir, ce qui permet de définir un angle § tel que :

E=m; E+ihm=mye”; E—ilAm=mge ", (2.325)
m2 1-r)2 |d] l—r
A= gl\/' d=——. 2.32
m2 4Ir mg’ 2 (2.326)
Le systéme ([2.321)) se réduit alors a :
E —iA 1.
dy=—— "0, = \[el<’“l5>an, (2.327)
e~ ""r r
E+iA |
b, = 2 LA™ \fe“””)cn. (2.328)
e~y r

Sin = 0, c’est-a-dire si les polynémes radiaux sont des constantes, le systéme
radial se réduit a (C.125)), (C.131) et (C.132)), et on a donc :

E —iAm u— s

dop = - = b 2.329
0 ominy 20 B 05 ( )
E —iAm u— s
= - by = ) 2.330
‘o ciri] 0 ] ( )
On obtient alors :
E —iAm)2 2
( lz m) aoby = (iu 25) bodo.
r K
E — A —3
B _ i (2.331)
Mg |

Comme le moment cinétique vaut j = |k| —1/2, on a k = 1 Et comme E, s
et my sont positifs, on a une seule possibilité :

E A
7:5;—m:g; uE:sAm,
my my 1
22 2/ 2 2 2 s2m3
E=—u=m9 (2.332)
u2
1+
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Avec (2.290)) 'onde-électron a la forme :

o= e—(ﬂa/?)is)((r7 g)e(SO/Q—EXO)is (2.333)

[ X 9)4@"?"0 ) Xs(r, 9)6"?@’5*0 L X, = e AT (),
Xo(r,0)etreibx Xy(r, 0)etEx J J

L’onde de l'électron isolé présente une singularité a lorigine : 1’électron
est une onde étendue & tout 'espace, et, en méme temps, une particule
strictement ponctuelle, comme le pensait Louis de Broglie. La décroissance
a l'infinie des amplitudes est trés rapide, par suite de la décroissance du
facteur exponentiel. Elle est cependant moins rapide que pour une loi de
probabilité gaussienne. Cela permet de comprendre que, lorsqu’un électron
passe dans un dispositif d’interférence comme des fentes d”Young, méme si
la singularité passe par une seule des fentes, I’autre fente voit passer une
onde qui est certes de petite amplitude, mais qui n’est pas infiniment petite.
Cette onde étendue & tout l'espace peut donc guider le mouvement de la
particule-singularité.

2.7.2 Normalisation de ’onde

Cette normalisation de 'onde est une conséquence de I’égalité entre éner-
gie gravitationnelle (proportionnelle a la fréquence) et énergie inertielle (voir
1.5.5), c’est-a-dire E = [[[ dvT{. Cette égalité équivaut en effet, a :

Jo m m
On a, toujours pour Kk =1let A=1/2:
o m DL DR N 1 1 0 t
1= (T ) (o ) ¢ (2:335)
1 114 1-
= [ —Dj+ Zng} (2.336)
1
DY = 5 (CF1 + $°[Fal’ + & [Faf* + 5| Fsf?), (2.337)
1
Dy = 5 (*[F1[* = %[Fuf” = ¢*|Fs[* + 5[Fy[?). (2.338)
On a alors :
Jo 1 a2+ a3 a? — a3
b = g oSt } (2.339)
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™ .
Comme fo sin @ cos 0df) = 0, comme cosd = -, on a :
g

a? 4 a3 = 4ya? cos§ = 4y a?, (2.340)
— 4a1ym1 /27F / de/ d’/’?"2s+2 —2Amr _ 4a%yml(4ﬂ-)r(25 + 3)
Bmamyg IEmamg(2Am)?s+3
On a donc :
13 mamg(2Am)2s+3
= . 2.341
“ \/ 16mymID (25 + 3) (2:341)

Dans le repére propre de I’électron, la densité de probabilité n’est pas a
symétrie sphérique. Cette densité n’est pas statique, elle tourne autour de
la direction n°3, c’est ce qui fait de 1’électron une particule a spin, et lui
permet d’étre un aimant [56]. 11 est tout & fait remarquable que P’électron
isolé est toujours stationnaire dans son repére propre. L’onde ¢’ = M ¢ vue
par tout observateur en mouvement par rapport a ’électron est une onde
progressive, par suite de la transformation R : x — x’ = MxMT qui agit sur
le temps, donc sur la phase de ’onde, qui se propage. La particule comme
petite horloge vue par de Broglie, et accompagnée par une onde progressive
dans son mouvement, peut donc bien étre ce soliton de ’équation d’onde
quantique, qui fut recherché par de nombreux physiciens. On pourrait méme
faire remonter cette quéte aux tourbillons de Descartes. L’onde solitaire de
I’électron, normalisée en conséquence du principe d’équivalence, est en effet
dotée d’un moment cinétique propre de valeur %/2. La nécessité du forma-
lisme lagrangien fait aussi partie des propriétés de I'onde, ce qui détermine
les tenseurs d’impulsion-énergie et de moment cinétique. On peut aussi re-
marquer la disparition des difficultés liées au caractére ponctuel de la charge
de I’électron dans le premier modéle de Lorentz, car au centre de ’électron
le champ ¢ a certes une valeur infinie mais la somme de la densité d’énergie
est finie. De plus le champ électromagnétique créé par 1’électron résulte de
lexistence des deux tenseurs d’impulsion-énergie.
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Chapitre 3

Interactions faibles et fortes
des quarks

On étudie le sous-espace vectoriel de 1’algébre Cl3 3 correspon-
dant a la partie quarks de ’onde fermionique de premiére géné-
ration. Dans le cadre de cette algébre on étudie les interactions
faibles des quarks d et u. On présente, dans ce méme cadre le
groupe SU(3) de la chromodynamique. On généralise le terme de
masse de 1’onde leptonique et on obtient les équations d’onde des
quarks avec termes de masse. Ces équations d’onde sont inva-
riantes de forme sous un groupe de jauge qui est précisément celui
du modéle standard. Les équations d’onde découlent d’équation
de Lagrange, et cette déduction est uniquement conséquence des
propriétés algébriques de ’algébre de la géométrie. La dynamique
de ’onde des quarks rend compte des forces agissant sur le fluide
chargé et coloré. Cette dynamique implique la quantification du
moment cinétique du proton et du neutron, mais aussi le confine-
ment des quarks. L’inclusion de Cl} dans End(Cl3) fixe I’orientation
de l’espace. On justifie la préférence pour les ondes gauches. On
étudie 1’équation de Dirac dans une algébre sans nombre com-
plexe.

3.1 Le secteur des quarks

On étudie maintenant la partie ¥, de 'onde fermionique ({2.2)), qui fait
partie de I'onde ¥P telle que :

gD .— g3 — Pr—iI1+Py+ily Iy —iPy+ 13— 1iPs (31)
’ Ty —iPy—Is+1Ps Py —ily — Py — i1y )’ )

153
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Dans toute algebre de Clifford donc en particulier dans Cl3 3 on peut séparer
une partie paire ¥ d’une partie impaire ¥~ par :

U= 00 U R 0 o =0 el el (3.2)

On peut aussi séparer parties contenant ou non un facteur 7 dans les matrices
4x4:

oH . Pr+Ps Io+13
" \Zo—I3 P1—Pas

¢e + ¢db N 0 N N 0 N ¢ur + d)ug
_ 0 ¢e + ¢db ¢ur + ¢ug 0 (33)
=R 0 R ¢ur - d)ug ¢e - ¢db . 0 . ’
¢ur - ¢ug 0 0 ¢e - ¢db
oN —iLy +11y  —iP2 —1P3\ i Iy -1y Pr+Ps
T\ —iPy+iPy —ily —ily ) Po—Ps Iy +14
N 0/\ ¢n_¢ub ¢dr+¢dg - 0 .
: (bn - (bub 0 0 d)d'r + ¢dg
= - 3.4
Now—0w 0 0 Gutbu 34
0 ¢d7' - ¢dg d)n + ¢ub 0

La partie sans facteur 4 a été nommeée W car elle contient tous les éléments
d’un atome d’hydrogéne : ¢, désigne ’électron, tandis que 'onde du proton
est constitué des trois autres termes, un quark d et deux quarks u, avec les
trois couleurs, ce qui correspond bien aux trois termes @qp, Qur €t ¢uq. La
partie avec facteurs ¢ a été nommée ¥V car elle contient tous les éléments
d’un neutron : 'onde ¢, du neutrino-monopoéle étudié dans le précédent
chapitre, et les trois quarks d’un neutron, un quark u et deux quarks d,
avec 1a aussi les trois couleurs, ce qui correspond aux trois termes ¢.p, Gdr
et ¢q4. Et donc on a nommé P T'onde compléte, a valeur dans End(Cls,
parce qu’elle comporte tous les éléments d’un atome de deutérium, et s’écrit :

¢i+ ‘b(ﬁ) *Z£\¢n i\@bub) 7i/(\¢dr JF/\(lsdg) Qszf + d)y\g
gD — | —4%n = du) be + Pav Gur + Sug  —i(Par + day)
_i/<\¢dr _A(bdg) (bl/t\r - d)i/t\g qbf\_ ¢c/l£7 _1/(\(1571 +A¢ub)

(bur - ¢ug _i(¢dr - ¢dg) _Z((bn + (bub) (be - ¢db

(3.5)
On remplace l'indice de couleur r, g, b par un indice numérique haut :
U=, U2 =0, U2 =T, U=,
USSR A A
D _
v = <\I/2 _ \I/S \Ill _ 2\114 ) (36)

iy 1 8t
v (G )(% ) e
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On utilise I'identité dans Cl3 entre I'adjoint ¢ et le retourné 8 La trans-
formation P : ¢ +— ¢ est automorphisme principal dans Cl3. On peut
identifier P,, + Z,, avec sa premiére ligne :

- . . _i(bdr ¢ur - QSQ 55 . o

U3 =Ty — Py = (_é% Pug ) — <¢z ¢E) —. (¢3 556), (3.9)
ug

—i9dg ¢ ¢
4 [ —ioa  dw \ (¢ o7 _ ~
vk he= < Pup —z’&m) a ((;57 $4> B (¢4 ¢7>’ (3.10)
g = (¢n 53+n) =234, (3.11)

de facon a simplifier les calculs, par 'utilisation de la structure de module
sur I'anneau Cl3 : Clz x Cl3. Les deux dimensions supplémentaires de temps
qui permettraient de passer de l'algébre d’espace-temps Clj 3 & Cl3 3 n’ont
pas de réalité physique. Ce Cl3 3 n’a d’utilité que comme algébre de Lie du
groupe de Lie réel C13 3 = End(Cl3). Les six R™ et les six L™ sont les seuls
objets mathématiques réellement importants dans ce chapitre :

1 1-
Rn — ¢n 203; L = ¢77, 20-3; n = 273747 (312)
B3n _ (753+n1+T03; T34 _ $3+n1_27‘73" (3.13)

Comme précédemment, les interactions électro-faibles (et plus loin les in-
teractions fortes) sont obtenues par le remplacement des dérivées partielles
par des dérivées invariantes de jauge. On utilise & nouveau les notations de
B2l On indique dans quelle algébre on calcule de la maniére suivante : les
mémes vecteurs d’espace-temps sont soulignés quand on les exprime dans
Clz 3. Ils sont en caractéres gras quand on les exprime dans Clj 3 et ils
sont en police romane ou ordinaire quand on les exprime dans Cl3. Dans ce
chapitre on se sert de I'indice 0 pour la composante de temps des vecteurs
d’espace-temps, tandis que les indices 4 et 5 sont ceux des deux dimensions
fictives supplémentaires. On pose :

W9 =T“Wi, j=1,2,3; D=T"D, ; I°=Ty; I¥ = —T; i =Tous,

0 A Wi 0

_DO._M_OD__“.._iO
D—(O D>7D_Du7 _(ﬁ 0 i D=Dyo" i= 0 i)

B . . 0o wi ; ;
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Les dérivées partielles deviennent, pour la jauge électro-faible :

On utilise deux projecteurs P satisfaisant :
1 . n 1 n : n
P, (T, = 5(\Ilq +iU To1); Pe(T") = 5(\11 + iU y9), (3.16)
P (™) =97, P_(I") = U}, (3.17)

Et on définit les P;(¥™), j = 1,2,3, n = 1,2,3,4 (on rappelle que ¥, = ¥1)
par :

Dy (V) =To123 P4 (V)I'35, (3.18)
Py (V) = Lo123 P4 (¥)5012, (3.19)
Py(¥) = Py (¥)(~Lo12s), (3.20)

1 (Pj(V)) +iP;(¥%)  Pj(V?) + P~(\I/3)> .
P.(0)=-1(/ J J oI ,j=0,1,23.
20 =5 (Fh B R Bwn)

Les trois opérateurs P, j = 1,2, 3 agissent dans le secteur des quarks de la
méme maniére qu’ils le font dans le secteur des leptons :

P(¥") = iP(¥")v37s, (3.21)
Py(U™) = iPy (¥")(—ivs3), (3.22)
Ps(Um) = Py (97)(—). (3.23)

C’est le contraire pour le quatriéme opérateur, qui agit difféeremment dans
le cas de l'onde des leptons par rapport au cas de l'onde des quarks (on
expliquera cette différence a la fin de cette section). On reprend l'opérateur
P, defini en . Les opérateurs agissant sur les ondes des quarks ont une
forme similaire, mais néanmoins différente :

Po(W1) = Wiyar + (1 —p) P (W)i + piP- (¥y),

1 .
1 1
= —gll/n’YQl + 5(\:[/”1 — i\I/n’yOg), n = 2, 3, 4.

Méme si p était nul et donc méme s’il n’existait pas de monopodle magné-
tique, il subsisterait une importante différence entre (2.53)) et (3.24)), car le
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coeflicient de U;y2; est 1 tandis que le coefficient de chacun des trois W™yo;
est —1/3. On remarquera que, puisque les quarks, avec la couleur, vont par
trois, la somme des coefficients est 1 + 3(—1/3) = 0, ce qui bien sir n’est
pas un hasard.ﬂ Ensuite, pour n = 1,2, 3,4 on pose :

" (ep . RY (e O\ . (&8N, o (—TH

et pour n = 5,6,7,8 on pose :

o (g N R O (&Y. (T
\/§_<E§ Wf)’ﬁ‘(fg o)’f —(g)an —(n?)(g.%)

On a alors pour n =1,2,3,4:

o (m —5;").Z"Z<n? 0). n:(n?).m:(—s;””>
Al @) a G o) -G e (&) e

et pour n =5,6,7,8 :

¢ (w —53) L (n? 0) " (771’) o (—52)

==L ) == n st =) M= = ). (3.28)
V2 o\ & v2 \mz 0 2 &

P, est le projecteur sur la partie gauche des ondes et P_ sur la partie droite.

Pour n =2,3,4o0n a:

, RM  R3tn . L L3
P_(") = (R“" §n> (P (U7) = <L3+" Zn> , (3.29)

ol on rappelle que les ondes numérotées 2, 3,4 sont les états de couleurs
respectives r, g, b du quark d, tandis que les ondes numérotées 5,6, 7 sont
les états de couleur respective r, g, b du quark w. On a la méme chose pour
la partie leptonique de 'onde, avec cependant les indices hauts 1 et 8 au
lieu des indices n et 3 + n. On obtient alors pour n = 2,3,4 :

1 .
Po(‘ljn) = —g\I/n’}Ql + P_(\I/n)l

i ( OR™ + L"  —4R¥n 4 E3+n>

=2 (3.30)

AR A oOR™ + 1"

i/ aen —sin S
LBR (") =bR(V") = £ (baR™" ~T*™) b2R" + L))

1. Cette annulation est trés utile dans le modéle standard pour supprimer les "ano-
malies" liées a la chiralité des interactions faibles. Ceci & joué un réle important dans la
découverte des quarks et de leurs trois charges de couleur.
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Comme P;, P, et P3 demeurent inchangés quand on passe au secteur des

quarks, on a sur le modéle de (2.66|) et (2.68) :

z3+n L _ZS+n L
PO =i| ~  _spn|; P2(IM) =42 X _aan |- 3.31
1(P7) Z<—L" L3+> » (V") =i ( n L3+> (3.31)

Si j = 3 on obtient :

.y ES—i—n
P3(U™) =i | _—34n ~ . 3.32
(") Z(_L3+ —L”) ( )
On a alors :
WP (™) = (—il(w! — iw2)L" 33N 1 T 3T
’j i[(wt —iw?)L" +w3L" ] i[(w! 4+ iw*)L weL™ ).
(3.33)
Maintenant (3.15]) entraine :
DU" = Ju" + %BPO(\IJ") + %ijj(qf")
=0U" + bPy (V") + w’ P;(¥"). (3.34)
Ceci donne pour les ondes droites :
~ ~ 21 ~ —34n —34n 4. —34n
DR" = VR" — gbR"; DR = VR 4+ gb}f’* . (3.35)
Et pour les ondes gauches on a :
Tn Tn i Tn . 1 . 9\F3tn 3Tn
DL" =VL" — gbL —i[(w" +aw )L —w>L"], (3.36)
DL = v - %bf3+” —i(wt —iw) I+ w3 (3.37)

Comme les opérateurs P;, P et Ps agissent exactement de la méme maniére
dans le secteur des leptons que dans celui des quarks, 'invariance de jauge
étudiée en fonctionne de la méme maniére. Ceci permet d’obtenir la
valeur des champs de jauge. Et au lieu de ona:

Dz, 3+n ’Ldz’ 3+n _ 2LnL3+n; D?Z — Lnin; D?i—&-n — ES+nLS+n7
n,34+n, _ n,34n, _ n n
Wl =D w2 =dp*t wi =D¥" - DY, (3.38)

On a ajouté un indice n aux vecteurs W7 : méme s’ils possédent les mémes
propriétés, les W7 changent selon la couleur ou quand on passe des lep-
tons aux quarks. L’invariance de jauge électro-faible est semblable & celle
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de 'onde leptonique. Il en résulte, comme avec la partie leptonique, une
simplification de la dérivation covariante qui devient :

~ 29~
R' = VR" - bR,
DI" =VI" - %bf” +3iwiL™ wi = %QW,{, (3.39)
DR =VR™" 4+ —ZbR3+
DZS+n _ Vf3+n _ ;b—3 — 3w 3+n (340)
En utilisant ’angle de Weinberg-Salam de 30° du cas leptonique on a :

q\f

b=JA—L-70 swi = Ja4+ T°

2 2V3

On a donc pour le quark d :

(3.41)

DN .q . q 0\ pn
DR" = (V — ng + 23—\/§Zn)R ;
DI" = (V +ilA 4L z0vn (3.42)
3 3\/§ n

D" = V" + %Aa}”am + 1722(3" +5L7).
Cela correspond bien & ce qu’on attend : la charge électrique du quark d est
exactement un tiers de la charge de I’électron (négative). Quant au quark u
ona:

—~ 2q . 2q —~
DR = (V+i—2A —i—Z0)R3tn
( 3 3\/3 2

T34n _ 2q 0 3+n
DL =(V—i 3 A — on)L
D = g = 2 AGng,, — i 2L 20 4 o] ). (3.43)
3 3v/3 "

Ici aussi on obtient le résultat attendu, puisque la charge du quark u est
positive et égale a —2 fois la charge du quark d. Ce que 'on a dit dans le
premier chapitre au sujet de la conjugaison de charge est bien entendu en
vigueur ici aussi : 'antiquark de d parait avoir une charge égale a la moitié
de celle du quark u, et 'antiquark de u parait avoir une charge double de
celle du quark d. On rappelle aussi que la conjugaison de charge ne fait
pas que changer le signe apparent des charges, il change 1’orientation en
échangeant le role des ondes droites et gauches. Résultat important qui doit
étre signalé ici : le nombre des paramétres libres du modéle standard vient
de se réduire, puisque le simple remplacement du coefficient 1 du terme
U9 par —1/3 dans le projecteur P, suffit & obtenir les deux valeurs de la
charge électrique des deux types de quarks. On a donc un seul paramétre
libre au lieu de deux.
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3.2 Chromodynamique

Dans le modéle standard, les interactions fortes sont décrites comme
résultant elles aussi d’une invariance de jauge, mais sous un groupe SU(3)
cette fois, groupe dit "de couleur", d’ou le nom de "chromodynamique". On
transpose ce groupe a l'algébre de Clifford d’une maniére similaire a ce qui
a été fait pour les interactions faibles. On définit d’abord des I'y, de la méme
maniére qu'on a défini des P; dans la section précédente. On connait les
générateurs i)\, du groupe SU(3) :

0 i 0 0 1 0 i 0 0
iM=i 0 0], id=[-10 0],ia=(0 —i 0],
000 0 0 0 0 0 0
00 i 0 1 00 0
iM=[0 0 0],ixs=[0 0 0],ixg=(0 0 i|, (344
i 00 -1 0 0 0 i 0
0 0 0 ;{100
=0 0 1],id=—={0 1 0
0 -1 0 V3o 0 —2

Pour simplifier les notations, on écrit I, r, g, b au lieu de ¥;, ¥, = W2
v, = U3 ¥y = U4 Ainsi on a :

C(l+ib g
‘I’—<r—g Z_ﬂ)). (3.45)

Le i unique de la mécanique quantique non relativiste ne doit pas étre
confondu avec le i des relations ci-dessus, qui est responsable de ’orien-
tation de Cl3. Donc dans Cl3 x Cl3 on doit a la place utiliser i = 7yp123, qui
ne commute pas. Par conséquent donne :

r ig r g r ir

A1 =|ir|, i\ =|-r],ixs|g] =1|-ig], (3.46)
b 0 b 0 b 0
r ib r b r 0

i)\4 g\l = 0 s i/\s gl = 0 s Z)\G gl = ib s (347)
b ir b —r b ig
r 0 r 1 ir

i)\7 gl = b s ’L)\S gl = —F4= ig . (348)
b g b 3\ —2ib
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Les Ay, correspondant aux i\ agissant sur ¥ sont (voir [B.2]) :

A (T) = —%(ins‘l’ + To123¥S); S = To12345, (3.49)
Ay (V) = —%(F4‘I’F01235 + To1235 W), (3.50)
As(V) = %(F5‘I/F01235 — Lo12349T), (3.51)
Ay(P) = %(F0123\I’F4 —To1234¥), (3.52)
A5 (V) = —%(S‘I’Fom% + 912350 5) (3.53)
Ag(¥) = %(F01234‘I’S — [y 0Ty), (3.54)
A7 (¥) = %(F01235‘I’ — WTo1235), (3.55)
Ag(T) = 72—\1/5(%45\1/5 4 T5WT1035 + Tor230WTy). (3.56)

Le précédent systéme équivaut a :

A () =0; A (T,) = A (Py) =iV,; Ay(0y) =0, (3.57)
Ao (W) =05 Ax(¥y) = Wy; Az( 9) = =05 Ax(¥y) =0, (3.58)
As(0) = 0; Ag(W,) = 1\1/5, As(T,) = —i,; Ag(Wy) =0, (3.59)
Ay(T)) =0; Ag(T,) =10y A1 (Ty) =0; Ay(Ty) =17, (3.60)
As(9;) = 0; As(V,) = U5 As(0y) = 0; As(Fy) =~ (3.61)
AG(\I/l) = 0 6(\I/T) = ( ) i\I/b; Ag(\I/b) = i\:[/g7 (362)
A7(\Ifl) = 0 7(\I/T) = ( ) \Ifb; A7(\I/b) = 7\119, (363)
As()) = 0; Ag(0,) = \[\IJ v Ag(W,) = %ng; Av(y) = %mb.
(3.64)

Chaque Ay projette 'onde ¥ sur I'onde des quarks ¥,. Donc la partie
leptonique de l’onde ne voit pas la force de couleur : c’est bien
connu du point de vue expérimental, et on n’a plus besoin de le postuler.
On étend la dérivation invariante de jauge des interactions électro-faibles en
posant :

D(¥) = 0(¥) + %ﬁ Py(T) + %sz(q/) + %Q’mk(xp), (3.65)
ol g3 est une troisiéme constante et les G* sont huit vecteurs appelés

"gluons". Comme I, commute avec tout élément de Clj 3 et comme on
a Pj(iV;nq) = iPj(¥;nq) pour j = 0,1,2,3 et ind = I, 1, ¢,b, on trouve que
chaque opérateur il'y commute avec chaque operateur P;. Maintenant on
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utilise douze réels a®, o/, j =1,2,3, b*, k=1,2,...,8, et on pose :

7j=3 k=8
SQZGOBO; S :Zaij; SQZZbkAk; ¥ =50+ 51+ Ss, (366)
j=1 k=1

et en utilisant la fonction exponentielle on obtient :

exp(2) = exp(Sy) exp(S1) exp(Sa) = exp(S1) exp(Sp) exp(Sa)
= exp(Sp) exp(S2) exp(Sy) = ... (3.67)

dans n’importe quel ordre, grace a la commutation des P, avec les P,
J = 1,2,3 ainsi quavec la commutation des P;, j = 0,1,2,3 avec les Ay,
k=1,...,8. L’ensemble des opérateurs exp(S) est un groupe de Lie U(1) x
SU(2) x SU(3). La seule différence par rapport au modeéle standard, c’est
qu’on n’a pas besoin de postuler la structure de ce groupe, car
elle résulte du calcul des commutateurs. L’invariance sous Clj (et
par conséquent 'invariance relativiste) de cette dérivée invariante de jauge
est semblable & celle obtenue en L’invariance de jauge [37][48][49] peut
s’écrire sous la forme :

U’ = [exp(a’Py 4+ S1+ S2)|(V) ; D=A"D, ; D' =A"D’,, (3.68)

D, V' = exp(a’Py + 51 + S2)D,V, (3.69)
B, =B, — 38Ma07 (3.70)
g1
. ) 2
WP, = [exp(51)Wi£j - gﬁu[exp(sl)ﬂ exp(—S51), (3.71)
2
iy = [ exp(S2)GEA — g—g@u[exp(SQ)}] exp(—Ss). (3.72)

Le groupe SU(3) de la chromodynamique engendré par les opérateurs Ay
agit seulement dans le secteur des quarks. En posant :

. 1 v, 0
dlag(\I/) = 1(\11 + S\DS + F4\I/F4 — F01235\I/F01235) = ( Ol \Ijl> 5 (373)

' ding[exp(B*A))(T) ) = ding(¥). (3.74)

Cela vient du fait qu’on part d’opérateurs qui n’agissent pas sur ¥;. Pour
rendre possible le cas contraire, il faudrait considérer des opérateurs simi-
laires aux Ay qui coupleraient 'onde ¥; avec I'une des trois ondes ¥". Ca
ne peut pas exister parce que ces opérateurs projettent les ondes droites
sur des ondes droites, et les gauches sur des ondes gauches, et parce que les
ondes droites et les ondes gauches de la partie leptonique, dans les interac-
tions faibles, se transforment de maniére différente par rapport aux ondes
de la partie "colorée" de I'onde globale. On obtient ainsi un groupe de jauge
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U(1) x SU(2) x SU(3) pour une onde comprenant tous les fermions de la
premiére générationﬂ Tout ceci est trés bien établi expérimentalement. La
nouveauté ici est simplement que ¢a émerge directement de la structure
de I'onde quantique. Comme c’est indépendant de ’échelle des énergies on
peut comprendre pourquoi les théories de grande unification (GUTS) n’ont
pas réussi : il est impossible d’obtenir un groupe plus grand, avec plus de
générateurs. Donc il est impossible pour un quark de se désintégrer en don-
nant un lepton. Ceci entraine la conservation d’une quantité construite par
la théorie quantique des champs qu’on appelle le "nombre baryonique". De
plus cette loi de conservation est confirmée expérimentalement par 1’obser-
vation des neutrinos dans les observatoires comme Super-Kamiokande. On
peut dire que cette transposition, le modéle standard traduit en algébre de
Clifford, vérifie automatiquement la conservation du nombre baryonique.
Cela renforce le modéle standard par accord avec ’expérience.

3.2.1 Trois générations, quatre neutrinos

Le dessin de la théorie physique est la compréhension des faits expéri-
mentaux. Actuellement nous devons justifier pourquoi il y a seulement trois
sortes de leptons et de quarks, et aussi pourquoi il peut exister un qua-
triéme neutrino, trés différent des trois autres. Les résultats expérimentaux,
notamment la désintégration du boson Z°, sont interprétés comme permet-
tant 'existence de trois sortes seulement de leptons légers. D’autres résultats
paraissent suggérer la possibilité de I'existence d’un quatriéme neutrino. On
a justifié I'existence de trois sortes de leptons au chapitre précédent. C’est
aisément généralisable aux trois générations du modéle standard. Les deux
autres générations s’obtiennent en remplagant le o3 de I’équation de Dirac
par o1 ou oo partout ou cette direction est utilisée. De plus, le passage
d’une génération a 'autre peut étre vu comme une permutation circulaire
des indices 1 — 2+ 3+ 1 ou 1 — 3 +— 2 — 1 pour 'autre génération. Par
exemple, le o3 utilisé pour le projecteur définissant I’onde droite et I'onde
gauche doit étre remplacé par o1 ou par os. Et le 01 qui lie 'onde de la
particule & 'onde de 'antiparticule doit étre remplacé par oo ou par o3. Ces
changements nous obligent & traiter séparément chaque génération, et ceci
justifie donc le traitement séparé de chaque génération dans le modéle stan-
dard. Cependant pour une quatriéme génération un tel traitement séparé
n’est pas possible, parce que Cls est ’algébre de I’espace ordinaire a trois
dimensions. Il est impossible d’obtenir un quatriéme ensemble d’opérateurs
semblables aux P,.

Mais l'existence d’un quatriéme neutrino [28] est possible parce que Cl3
contient quatre termes indépendants de carré —1. L’équation d’onde de
I’électron utilise I'un de ces quatre termes : io3 = 012. En outre, les égalités

2. On verra plus loin que ce groupe agit sur le secteur des leptons par la seule partie
U(1) x SU(2) du groupe, avec I'interprétation que les leptons sont incapables d’interagir
dans les interactions fortes.
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101 = 093 et 109 = 031 expliquent pourquoi les deux autres sortes de leptons
existent. On peut aussi construire une équation d’onde invariante de forme
avec le quatriéme générateur i = o923 :

— -~

¢(V¢)0123 +mp = 0. (375)

— 1 Y
Multipliant & gauche par ¢ , et avec p = e~ *#¢¢, on obtient 1’équation
équivalente :

Véi+me Pp=0; Vé=ime . (3.76)
On peut rendre l'invariance de jauge locale avec :
0= Vi+ g1 Bo+me o (3.77)
C’est équivalent & :
0 = iVn + g1 By + me 7€, (3.78)
0 = iVE + g1 BE + me 7. (3.79)

Contrairement & notre équation d’onde améliorée pour 1’électron, qui a
I'équation de Dirac comme approximation linéaire, cette équation d’onde
ne peut pas venir de la théorie quantique linéaire : aucune approximation
linéaire ne peut étre obtenue en annulant I’angle 8 ou en le négligeant s’il
est petit. Cet angle est maintenant la phase de 'onde. On peut néanmoins
obtenir les ondes planes. On cherche des solutions vérifiant :

d=epy; = mu,zt ;v =oty,, (3.80)

ol v est une vitesse réduite fixe et ol ¢g est aussi un facteur fixe. On obtient :

Vo = U“@u(ewao) = imve?¢y. (3.81)
Et on a: B ' o o
bp = e P hoe T hy = e 2 Py y. (3.82)
Alors si on pose : B ‘
Py = poe'™, (3.83)
on a finalement :
B=Py—2p; e*iﬁqb — e*i(ﬂo*w)equgo — e*i(ﬂoﬂo)%. (3.84)

Donc (3.81)) équivaut a :
imue'? gy = ime~"Po—) g (3.85)
vdo = ey ePugy = do. (3.86)
En conjuguant on obtient :

e Ty = do. (3.87)
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Donc on a : ‘ N A _
Po = ePougy = ePoule”P0Tpy| = vidy. (3.88)

Alors si ¢ # 0 on obtient :
1 =0, (3.89)

qui donne v° = /1 + @2 ou v° = —/1+ 42 et puisque (3.86) implique :
b0 = ve'®dg; Do = dodo = ve’® Pody = velP poe=0 = vpg,
DY) = v"pg; v° > 0; v¥ = /1 + 72 (3.90)

Donc aucune onde plane ne peut exister avec un signe de 1’énergie opposé
au signe de la masse. Cette équation d’onde peut avoir un terme de jauge
et peut s’exprimer de maniére complétement invariant de forme :

0= 3(Vd)i+ dgBd + mp. (3.91)

Utilisant la réversion on obtient :

0= —z(@V)(E + $qBd + mp. (3.92)

Avec a on a :
B(V) = %(V -D,)o" + w0, (3.93)
#Bo = (B-D,)o". (3.94)

Ajoutant et soustrayant (3.91]) et ((3.92)) on obtient :

0=V-D,, p=0,1,2,3, (3.95)
0= —wp + B -Dgy + mp, (3.96)
0=-w;+B-D;, j=1,2,3. (3.97)

Les quatre équations (3.95)) sont les lois de conservation des courants D,,.

.- . 1. -1
Donc le courant de probabilité est conservé. Multipliant par ¢ = & gauche,
(13.91)) est équivalent a (3.77)). C’est équivalent au systéme :

0 =1iVn+ ¢Bn+ mvn, (3.98)
0 = iVE + ¢BE + mve. (3.99)

Donc avec v I'équation d’onde (3.91)) devient :
0= (V)i + qBd+ mvo. (3.100)

Comme ¢ commute avec o7, la multiplication par o; & droite ne change
rien & cette équation : le quatriéme neutrino-monopole est sa propre
antiparticule.
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3.3 Terme de masse conservé

Comme dans la section précédente, et comme au précédent chapitre,
une généralisation du terme de masse est possible pour I’équation d’onde
ameéliorée. Pour le voir on va commencer par simplifier le terme différentiel
invariant de jauge de la chromodynamique : on prend en considération de la
méme maniére les trois sous-groupes SU(2) de SU(3) grace aux potentiels :

b= %B; wi = giwag j=1,2,3. (3.101)

hl g3 Gl h2 g3 G2 h3 h3 ( G3 GS )7

2
GS
bl = 9306 h2 = 93G7 b — h3 = %(G3 )
8
93 4. 2 93 ~5. 13 3 g3(,G
by = 264 n3 = -26% i -nj = £ (27, 3.102
3 9 3 9 3 2 9 \/g ( )
Ces potentiels n’introduisent aucune dimension supplémentaire dans le groupe
de jauge parce que la somme de h? —h3, h3 — h? et hi — h3 est nulle. Puis
on utilise la notation :
n=n mod3; 3=3; 4=

1; 5=2. (3.103)

Pour la dérivation invariante de jauge des termes supplémentaires appa-
raissent, contenant les potentiels de jauge G* ou h® :

g S(U2) — S(U3)  S(UY) — iS(wh)
5 C (D) = (S(\Iﬂ) Lis(d)  S(w?) +5(x113)) ) (3.104)
S(Uy) =0, (3.105)
oy _ 9 1 2e\s 7y 2 4 s\ 4 1. 2
S(W?) = g[(G — G)iP? — GHU? + (G — GPi)iv? — ﬁlGS\I/ }

(hi — h?1)i¥? — hiv? + (h} + h3i)iv* + hjiv?, (3.106)
a. o ) 1 ;
S(U3) = % [(Gl +G2)iv? + G 4 (G® — GTi)i — %foi\pd}
= (h} — hZi)iv* — h3i®? + (hi + h?1)iv? + hiiv®, (3.107)
2
S(u') = L [(6* + GP1)iv? + (G° + GT)IT? + —_GNiv!
() = T|(@" +E@i? + (67 + GTiv’ + G|
= (h3 — h3i)iv? + h3iv* + (hi + h3i)iv® + h3iv*, (3.108)

I’annulation dans (3.105) signifie que les leptons sont insensibles aux in-
teractions fortes. Ensuite 1'usage des indices modulo 3 permet d’écrire la
formule générale sous la forme :

S(¥™) = (hl_,—h2_,i)iv2l_h3 0" 4 (hlﬂﬂan+1 )1@"+2+h3+11w
(3.109)
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On a avec (3.65) :

() = DV?2 - DV? DU! DV
~\DVY, +:D¥* DV? 4+ DU3

DU, = 8V, + %BPO(\IJZ) + %Wﬁpj(@l) = U, + bPy (1)) + Wi P; (1)),

IS

DU" = JU™ + %BPO(\I/”) + %Wfpj(@n) +S(T) (3.110)
=0U" + bPy(I") + ijj(\I'") + S(T").
On a aussi avec les notations de [B.1.2]:

(Bhoy = b2 0 — i (—(u] a2 )3 (i )getL),

—hg it =i (13,8 W ,a) (3.111)
On obtient ensuite :

3+n+2

(h1+1 + hn+1 Divnt2 — (‘(hii - ihiﬂ)@ —(h}Li1 - ih%i)anﬂ) )

n . —3+n n
By i =i (08,8 —hd6n). (3.112)

Alors si on pose :

s = (s@*") s@), (3.113)
on obtient :
—3+n —34n+l . —3+

S(@ ") = —i(hy_y +ih}_)¢" — +ih)_ ¢

—i(by, —ih2, )6 bl 8 (3.114)
"o . —3+n+1 . “~n

S(¢") = —i(hy,_y +ih}_ )¢ +ih ¢

—i(hp g —ih3 )¢ —ihd " (3.115)

Pour la partie des équations d’onde contenant les dérivées partielles et les
termes des interactions électro-faibles, on utilise a . Et on se
sert de la conjugaison M M pour les ondes droites, ce qui nous permet
d’obtenir la dérivation indépendante de jauge :

~ ~ 2~ ~ ~
—iDR"™ = —iVR" + gbR” + (b}, —dh?_ RrHL 4 (h1+1 + zhnH)Bﬂ+2

—(h%_, D3, )R", (3.116)
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o~ ~~ fm ~ ~ ~ ~
—iDR*™" = —VR*™" — §bR3+" + (bt _, —dh?_)R3tntL (3.117)

+(hpyy +ibk ORI - (03 —hd RO

3+n

~ ~ b~ .
iDL" =iVL" + S L" + [(wl 4+ iw) L™ — w3 L"] (3.118)

+(h11’b—1+7;h1?7,—1)Ln+1 (h’}L-‘rl Zhn+1)Ln+2 (hi h?w—l) ",

34n  .==3 b—3+n

—iVLT 4+ 5L l(wh —iw DI w3

iDL (3.119)

—3+n+1 3+n+2 34+n

+(hy_y +4h3 )L + (hyyy — i3 )L —(hy_y —h}, )L
Pour rendre cette dérivée invariante de jauge compatible avec le terme de
masse (et on rappelle que le terme de masse permet un lien direct avec
Iinertie et la gravitation) on procéde de maniére totalement analogue a
celle utilisée en pour la partie leptonique de ’onde. La forme vq@molg
du terme de masse est conservée. Ce qui change est d’abord la définition du
vecteur unitaire v. On a en effet maintenant pas moins de douze courants
chiraux :

D% — Rnén7 Dg _ Lnf/n7 D?;%Jrn _ §3+7LR3+TL; D%Jrn _ E3+TLL3+TL7
(3.120)
pour n = 2,3,4. Le courant J, qui remplace J; est la somme de ces douze
courants :

n=4
n n n T J
Jg = Z[DR +D3™ + D} + Dp; 03 = (Jg)* = J¢dgs vg = ;q (3.121)
n=2 a

Puisque le courant J, est la somme de douze courants, le calcul du carré
scalaire de ce vecteur comporte douze carrés, tous nuls parce que chaque
courant chiral est sur le cone de lumiére. Et il y a 66 = 12 x 11/2 produits
scalaires de deux courants distincts. Donc le terme pg est la somme de 66
invariants relativistes :

Zd d; + Zqu (shay*

n,p,q
d, = R"L" + L"R" = 2"'¢" = D% - D}, (3.122)

ou dans les sP4, n = 2,3,4,5, et pq est I'une des 15 paires possibles qu’on

n

peut former avec deux nombres distincts pris parmi 2,3,4,5,6,7 :
sh? = 2Pt = 2971y = DY - D,
— 2y7t¢? = DYy - DY $47 = 297T¢? = DY - DY, (3.123)
35 — Qnggq - _ qufp — R . D%.
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Les équations avec termes de masse des quarks s’obtiennent comme les équa-
tions de la partie leptonique ([2.85]) [49] [48] :

0= DE" + mlqunalg; 0= ﬁRn + mquRnalg,
0=DL"" 4 mgv,L° "o12; 0= DR¥™ 4+ myT,R¥ 01y, (3.124)

ceci toujours pour n = 2, 3,4. On a trois équations pour chacune des quatre
équations ci-dessus. On considére donc quatre masses propres hcm;, j =
1,2,3,4. Comme en[2.2]le terme de masse tient compte de la séparation de
U™ en quatre parties :

= (L7 05w = (0 IP),
ir = (B" 0); Wip= (0 E3+n) (3.125)
m (V") = my Wy, + moWig +maWi, + maVip (3.126)
= (mlL” +meR™  mgL3t" + m4ﬁ3+”) .

Et on assemble les quatre équations (3.124)) en :

0=DU" +vem(¥")v21; vg = (0 vq); v2=1. (3.127)

q

Puis posant :

v [m(¥2) — m(%)] vm(\Pl)—ivqm(‘I"‘)), (3.128)

M) = (Vm@l) ivym(¥) v, [m(P?) + m(T)

L’équation d’onde qui généralise ’équation améliorée de ’électron s’écrit
alors :
0= DWTg12 + M(¥)ly, (3.129)

tandis que l’équation complétement invariante sous Cl3 (on rappelle que
cette invariance entraine automatiquement l'invariance relativiste) s’obtient
simplement en multipliant & gauche par le renversé :

0= UDUTg5 + UM (V)T. (3.130)

C’est le lien étroit entre la réversion dans Cl3 3 et la réversion dans Cl; 3 qui
permet la séparation compléte du terme de masse de ’onde leptonique de
celui de 'onde des quarks.. Ce lien strict n’est pas trivial et est établi en[B:2].
De plus, excepté dans un cas trés particulier, ¥(z) est inversible. On peut
donc obtenir la forme invariante (3.130]) a partir de (3.129) en multipliant &
gauche par U. Et multipliant & gauche (3.130]) par @_1, on obtient la forme
usuelle de ’équation d’onde. On rappelle que ceci justifie, pour les
ondes leptoniques, qu’on est capable de déduire les équations d’onde & partir
d’une densité lagrangienne . Donc le méme double lien équation — lagrangien
s’observe aussi pour les ondes des quarks.
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3.4 Invariance

L’invariance des équations (|3.124)) est semblable & celle de 'onde lep-
tonique étudiée en [2.3] Pour l'invariance de forme qui inclue l'invariance

relativiste, il suffit d’ajouter a (2.90) et a (2.91), et & la covariance des
potentiels b et w7 celle des g3G* ou h™ qui se déduisent de ((3.102) :

W = MW M; my, =rml; r=|det(M)|. (3.131)

n

On déduit :
Y2 0k o™ . m
0=D'L +m1qu o12; 0=D R +m R 012,

0=DT"" +miv' T " o15; 0= DR + ml ¥, B "0y, (3.132)
ce qui entraine l'invariance de forme des équations d’onde.

L’invariance de jauge sous le groupe U(1) engendré par P, résulte des
égalités 1] dans lesquelles il suffit de remplacer P, par P, avec
le ¥ de (3.1)). Ce qui change par rapport au cas des leptons vient seulement
de P, qui donne :

PO(\IJl) PO(\IJQ) . ny __ 1 n 1 ns T
(\113) Po(\:[/4) ) PO(\I/ )__3\11 Y21 + 2(\11 i+iv 730)a

Py
Po(u") = (R” p B D) +i (R R
I ) 4i D34+n i T3+n —_
= (¥RM+irn 4R DA, n=2,3,4 (3.133)
On a alors :

gn — [eXp((LOPO)](\I’n) — (R/n + L E/3+n + zl3+n) ;
R'™ = e2ia0/3Rn; L — eiao/BLn7 (3134)

R3tn — e—4ia°/3§3+n_ I/3+n _ eia0/3z3+n
= : = .

Toutes les ondes gauches tournent du méme angle a®/3, et seules les ondes
gauches ont cette propriété. C’est pourquoi elle arrivent & étre invariante
sous le groupe de jauge SU(2) qui combine les différentes ondes gauches.
On obtient :

le}l2 _ R/nR/n _ 62ia0/3Rn672ia0/3§n _ Rnén _ D’I’é (3135)
Et de méme on a :
D" — " D/iJrn _ Di+n; D/i;rn _ D?I’;"; J; _ Jq; V; = v, (3.136)

et donc les termes de masse des équations d’onde sont invariants sous le
groupe de jauge U(1). Comme dans le cas de 'onde leptonique, toutes les
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ondes gauches se transforment de la méme maniére : c’est ce qui est a
lorigine de la commutation entre les opérateurs Py et les trois P;, j = 1,2, 3.
Pour I’étude des autres parties du groupe de jauge, on part de (3.110f), en

sorte que pour n = 2 et avec (3.106f) on a :

U2 = 902 + bPy(V?) 4+ w’ P; (2
= 9V? + bPy(V?) + w P; (¥
+ (h} — h21)iv? — h3iw® 4 (

) +5(9?)
%) (3.137)
hl + h?1)iv? + h3ivs.

Avec a ) I’équation précédente est équivalente au systéme :

4 _ _
3R5+ ST0) + [(wh — iwd) L2 + wiI')

iD$ =iV —b 5

+[(h} +ih3)8" — 13’ + (b} — b3 +his ), (3.138)

(

1)

2~ 1~ _

iD$* = iV> +b(3R2+ 3L5) +[(wh +iwd) T’ — wil?
+ (b +i0$)¢” — hid?] + [(hg — bF)é" + hié?),

Il y a deux équations de plus quand on se sert de la représentation ma-
tricielle de Cly 3, qui sont équivalentes aux deux équations ci-dessus, car
elles résultent de l'application a ces équations de I'automorphisme principal

P : M + M. Puis, en utilisant cet automorphisme pour les ondes droites
on obtient le systéme équivalent :

iD= iV + 2+ [(wh — W) + wi
+ [(hf +ih})n°® — hin’] + [(hg — ih3)n" + hin’],
iDn® =iVn® + 2772 + [(ws + iw3)n” — win®]
+ [(hi +ih})n® — hin?] + [(hg — ih3)n* + hin?), (3.139)
~iDE = ~i9E? + 2h¢% + (R — iRD)E — R + [(B) + iWR)e* + B,
~iDE> = —iVE® — §B§5 +[(h} — ih})e® — hi¢®) + [(hg + ih3)¢" + hie?),

Ensuite on a deux autres systémes avec la méme structure, qui sont obtenus
par permutation circulaire des indices 2,3,4 et 5,6,7 (correspondant aux
couleurs r, g,b des quarks) partout o ces indices sont présents :

b
iDn® = iVn® + 3n + [(w3 — iw3)n® + win°]
+ [(hj + ih3)n" — h3n°®] + [(h] — shi)n® + hin], (3.140)
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. . b .
iDn® =iV + 5773 + [(wg +iw3)n® — win’]

+ [(h} 4+ ih3)n* = h3n®] + [(hy — ihT)n* + hin?®], (3.141)
~iDE = —iTE + 206* + (B — iBR)E — BT + (R} + B + B,
~iDE® = —iTE0 — SBE° + (B — B)ET — BT + (B + D) + e

iDn" =iVn" + 2777 + [(wi —iwD)n* + win']

+ [(h3 + ih3)n° — h3n'] + [(hy — ih3)n°® + h3nT],

iDyt = iVt + 2yt + [(w) + iw)” — ]

3
+[(h3 + ah3)n* = h3n'] + [(hy — ih3)n® + hin'],

= Sed | 20 S ~ S ~

—iD¢" = =iVE + 2be + [(hy — ihg)¢” — b3’ + [(hy + ib3)¢” + h3¢,
PS oo A S~ ~ S =~

—iDE" = —iVeT = 2b¢ + [(hg — ih3)e” — h5¢T] + [(hg + ih3)¢" + hieT].

L’invariance sous le groupe SU(2) est la méme que ce qu’on a vu au chapitre
précédent pour I'onde leptonique. Cette invariance résulte de :

D ¥ —idp® T = 2L" Pt DY = L"L"; D = LAt

W}l = %DZ’ 3+n; wi = ‘%ng 3+n; W?L = %(Di"'" —-D7), (3.142)
ce qui suffit pour obtenir l'invariance de jauge, comme on l'a vu en [2.3.2]
Et cela donne la structure U(1) x SU(2) du groupe de jauge électro-faible.
La seule différence par rapport au modéle standard est qu’on n’a pas besoin
de postuler ce résultat : On déduit la structure du groupe de jauge
des opérateurs eux-mémes.

Pour la partie SU(2) du groupe de jauge électro-faible, et comme I'inva-
riance a exactement la méme forme qu’en [2.3.2], on obtient, en utilisant les

mémes identités qu’en (2.144)) et (2.146) (un calcul détaillé est fait en|D.3)) :

(WE+ W)L — W3Lr = —3[3tn[3+nLn = —3D3" I = _3W3L",

(WL — W)L + WAL = —3L" "L " = —3Dn T " = 3w
(3.143)

Dans le cas des quarks on a de plus la méme formule de transformation pour
n = 2,3,4; ceci donne la commutation entre les P, et les opérateurs A¥ du
groupe de la chromodynamique qui agit seulement sur l'indice n (c’est-a-
dire la couleur), donc induit la structure de groupe U (1) x SU(2) x SU(3) du
groupe de jauge du modéle standard. L’invariance de jauge sous le groupe
SU(3) donne une simplification des équations d’onde avec terme de masse
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(voir [D.3)). Les équations améliorées sont de la forme :
0=DL" + imlqu"; 0=DR"+ imaoVyR",
0=DL""" +imsv,L ™" 0= DR¥™ + im 5, B3, (3.144)

DZ”:M[& —i—i(—%-l-?)wf’l — 308, + 30, M)}Z”,

DR" = [a + z( 2*‘ + 308, ,,, — 308 m)} R", (3.145)
DL = ot [au + z( - %" — 3w, —3hyS,, +30y3, M)}ZB*”,
DR =500, +i( - 4]; 30, — 30, ) | RO

Ici les potentiels w dépendent de la couleur, et de plus les potentiels i ont
une double dépendance : leurs deux indices de valeur 2,3,4 viennent des
générateurs du groupe SU(3), tandis que les indices L, R et d,u sont liés
aux spineurs sur lesquels ils agissent. Donc les équations d’onde qui sont
utilisées pour obtenir la densité lagrangienne sont les équations gouvernant
les ondes droites et gauches.

3.5 Equation d’onde — densité lagrangienne

On multiplie I’équation de n™ par —in™t, I'équation d’onde de £™ par
—i¢™t, Péquation d’onde de 7?1t par —in3T™! et enfin 'équation d’onde de
&34 par —ig3+t toujours du coté gauche. Pour la partie leptonique on a
vu au chapitre 2 comment la densité lagrangienne de 'onde de I’électron se
généralise pour plusieurs densités lagrangiennes venant des différentes équa-
tions d’onde. Parmi ces densités, E(‘]“ s’obtient comme somme des différentes
parties réelles, tandis que £ s’obtient comme différence entre ondes droites
et ondes gauches. Comme la densité p, se calcule de la méme maniére que
p1 on obtiendra des résultats semblables. On pose :

4 — S _
Ly = { %?’Zﬂtf (it d}lu) o mg ;Li:( O +dy )4 ,
q ~ +ms " oh(—id, +dn“) + g G (—id,, +d?,)

(3.146)
ol on a posé :
b
dizu = _EH + 3W§1M 3h(£§1+1u + 3h%3n 1u + Mi1Vau,
, b,
dnu = 3 ShRn-‘rlu 3hRn 1p + mavVau, (3147)
b
d?lu = _3“ - 3W731 3th+1;,L + 3th 1p + m3vqu7
_4b,
dy, = ==+ 30 1, — 30, + v (3.148)

np 3
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Les densités lagrangiennes L;r et £, vérifient :

i ( ZT]nTO'#a 77 +d1 DnH)
L g, + db, DY)
= Z 4Lom m ( ,Ln3+n1'aua ,’73+n+d3 D3+np,) 5 (3149)
n=2 k% 3+nt 3+n 4 3+np
|+ 7y (778 610, + dp, D) |
[ - inior g + D)
3 _|_L( gnTgua £”+d2 nu)
0= Eq = Z _L’Z 3+nT0.ua 773+n +d3 D3+nu) . (3.150)
n=2
__|_km ( ,§3+nTUua €3+”+d4 D3+"”)_

Le fait que ces densités lagrangiennes sont nulles en chaque point de 1’espace-
temps est di & leur construction a partir de (3.144) et (3.145)). De plus ces
densités tensorielles sont réelles car leur partie imaginaire est nulle. On
voit cela par exemple avec qui donne pour n = 2, puis en prenant
I’adjoint :

b
0 = n*lot(—id), — ?" + 3w, — 3h{%, + 3hY3, + mav,)n?, (3.151)

) b
0= i0m* T atn® + nQTo“(—?" + 3WSH hLSH + 3hL1M +myv,)n?.
Par soustraction on obtient :
0= —i(nzTJ“a;LUQ + (9”772%“1]2) = —i@u(nQTU“UQ); 0= QHDQL“. (3.152)

La densité lagrangienne L’;’ est une somme de douze termes, avec la méme
structure que les quatre termes que l'on avait au chapitre 2 pour la partie
leptonique de 'onde. On peut donc refaire ce quon a détaillé en [2:34)
Puisqu’on y a utilisé seulement les propriétés algébriques de la multiplication
dans Cl3, on peut aisément refaire dans le cas de n™ ce qu’on a établi pour
n'. De plus les " agissent comme ¢!, les 93+ comme 12, les €37 comme £8.
Donc les équations d’onde nous permettent d’obtenir 0 = L;r, et en outre
les équations de Lagrange, sans aucune condition supplémentaire sur les
propriétés des solutions, permettent d’obtenir pour chaque spineur gauche
ou droit les équations numériques réelles équivalentes & I’équation d’onde &
valeur dans Cl3. Quand on varie la densité lagrangienne par rapport aux
variables contenues dans 72, les potentiels de jauge n’introduisent aucun
terme supplémentaire. Cela vient du mécanisme décrit en [2.3.4] pour les
densités tensorielles du potentiel b et aussi bien pour les autres potentiels,
parce que w3 agit sur n? seulement par le terme D3. C’est la méme chose
pour les potentiels de la chromodynamique Le potentiel h 5 agit sur n?
seulement a travers le terme D? | et h% agit sur 7> seulement a travers le
terme D7 .

Au sujet des antiparticules on peut aussi utiliser sans changement ce
qu’on a dit au sujet de ’électron dans le chapitre 1 et au sujet de 'onde
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leptonique dans le chapitre 2. Le seul changement dans ce passage a "l’anti-
monde" est le remplacement des 9, par des —0,, et I’échange des 1 et des
&. Le double lien logique entre équation d’onde et densité lagrangienne est
totalement conservé.

3.6 Impulsion-énergie

Ici aussi on obtient ce qu’on a appris de I’équation de Dirac et de
son extension & l'onde leptonique, a savoir ’existence non pas d’un ten-
seur d’impulsion-énergie lié & I'onde, mais de deux densités tensorielles liées
aux densités lagrangiennes et associées a I'invariance de ces densités lagran-
giennes sous les translations d’espace-temps. La densité lagrangienne E;r est
la somme de douze termes similaires. Donc un tenseur conservatif est associé
a cette densité lagrangienne invariante sous les translations. Ce tenseur est
aussi une somme de douze termes :

4
m m m
T = " " T3 ¢ — 713t 3.153
Z(km1L+k R+k thma R ) )

my
T = R(—in"To"0n™) + dypn™ oy, (3.154)
Trk = R(—i€"TG10\E™) + d2\&MTGHer, (3.155)
T3+nu _ ( d+nTUH8 na+n) +d‘3 3+nTO.,u,773+n, (3.156)
Tg—)&\-nu _ (_,L§3+m‘3#a/\§3+n) +di)\§3+nT3“fS+n. (3.157)
En particulier, pour la composante T{ on a :
4
m m m
TO _ TnO TnO T3+n0 T3+n0 3.158
0 nzz(km Lo + i + fermg . L0 + ey R ), ( )
LO = R(=in"10n™) + dion™ 0", (3.159)
Tho = R(—i€" 00€™) + d2&™e™, (3.160)
T3+n0 ( 1773+nT807]3+n)+d$’10773+nT’)73+n, (3161)
ngno _ (_Z£3+nTaH€3+n) +di(]§3+nT§3+n~ (3.162)

Pour une solution de I’équation d’onde d’énergie ¥ commune & 1’onde en-
tiére, on a :

4

E m m m
_TO _ nT n nten 3+n’( 3+n 3+nt ¢3+n
0 he ;[km " 5 &t 3 K + km4§ &)
E m m m m
= — S¢ S Sy guyo = £ o 3.163
hc(km1 L emn "B T st s i) hie™ ( )
4 4 4

St = Zn’”n Sk=Y_¢rien; Sp =Y pPrripttns s =N " gSrnightn

n=2 n=2 n=2
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appelant J, le courant total. La raison de I’existence d’un courant de pro-
babilité est 1a encore ’équivalence entre la masse d’inertie et la masse gra-
vitationnelle, qui implique :

E:///dng; /// ;]igcdv_l. (3.164)

Comme pour I’électron seul ou pour 'onde leptonique nous avons deux den-
sités utiles pour I'impulsion-énergie de ’onde des quarks, au lieu d’une seule.
Le second tenseur est le tenseur V' de O. Costa de Beauregard [54] qui est
conservé grace a 'invariance sous les translations de la densité lagrangienne
L, . CeV vérifie :

m
T T3+n o 7T3+n 1
V= Z km1 kmg B + kms T kmy B ) (3-165)

La dynamique des quarks résulte des variations du tenseur d’impulsion-
énergie. Le calcul est semblable au cas leptonique. On a :

4
m m m m
OpTH = (0T + ——0,Tpt + ——0,Tp ™™ + —— 9, T ™).
M n:2(km1.U«L+km2HR+km3ML +km4HR )
(3.166)
Pour le premier de ces quatre termes on obtient :
T = 0, T o™ = d,[—in™To"O\n™ + dL,\ D} H]o™

= [—i(Vn" )Taw —m"TaA(vn ) + (0udh)DT + df,0,D}H o, (3.167)

Et on a avec et avec ) et ( -

A —zdi " (3.168)
0,D}" = @un™ Moy + 0o’ (9un")
= in™dyn" — in™ )" = 0. (3.169)
Cela donne :
—i(V")Toan™ —in"Tox (V™) (3.170)
="ty oan"™ — 0"t (Oad )™ — 0", On™)
= —0xd,, D" (3.171)
Et on obtient alors :
QT = (Oudyy — Oady,,)DTF o™, (3.172)
De la méme maniére, on obtient :
OuTy" = (0uds\ — Ordy,)DH'a?, (3.173)
0T = (Dudiy — Ond3y, DT, (3.174)

OuTy " = (Dudiy — Ondly, Dy, (3.175)
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Avec :

E d7)7 Jg = E (Dt + D7), (3.176)
n=2
on obtient :

m

. +k£mg(aug§ - 8)\92)SLH + kﬁl (8u9§ - 8A93)SRH

On peut donc séparer les forces agissant sur 'onde globale en une partie
agissant sur le quark d et une partie agissant sur le quark u. Pour le quark
d,on a:

m m
0.Ty = [M(augi - 5,\9P1L)Sgu + Tm(aug,z\ - 3A92)5§M]U'\- (3.178)

Et de méme pour le quark w :

km km
Et 'on obtient :

m m m U,
0,T" = [i(aﬂgi — g S + i(augi —Oxg)SEer. (3.179)

—b 4 3w} — 309 + 3043
gt =di+di+dy = —g+3w3—3hf’1+3h
—b 4 3w§ — 30 + 30

3
- [_ 5B+%(D% ~D24+DS —D3 +D7 —D‘i)] (3.180)
_[_9p 39
=[- LB+ (st -s9).

Entre la premiére et la seconde ligne les potentiels de la chromodynamique
disparaissent complétement. Ceci implique qu’il n’existe pas de force forte
pour une onde de quarks contenant & égalité les trois états de couleur. Et
ceci est bien connu en physique nucléaire ou il n’existe aucun état stable
formé par trois états de couleur r, g, b, d’'un méme quark d ou u.

Ce résultat est trés important parce qu’il explique pourquoi on ne peut
pas placer dans une méme onde les quarks composant un proton plus un
neutron. Surtout cela signifie que le proton ou le neutron sont chacun une
onde unique contenant les trois états des quarks colorés, et jamais un quark
seul.

3.7 Quantification du moment cinétique

On reprend la démarche du chapitre 2 qui traitait de la partie leptonique
de I'onde. On a d’abord a la place de (2.249) :

V;t _ Z% —Z( Z}L n’[o.?);l,dz)\n _ 75711"\/1,1171 §n)
A : m nS—&—nTO.Md +n 3+n _ m §3+n’fo.pd +n§3+n)

(3.181)
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On a douze champs de spineurs, six gauches et six droits (dont un certain
nombre peuvent étre nuls), au lieu des quatre de l'onde leptonique, mais
avec des propriétés trés semblables. Maintenant on pose :

on=n" ean=E&", n=23,...,7T. (3.182)
Puis, comme en et ([2.266) :
= g0t
0"+ oy = My €%+ 66" = M (3.183)

On obtient alors comme en (2.269) a (2.272)) :

n_ 1" n
¢0:7; o ——01 ; ¢2——U2 27 ¢3——U37,
o7 :ial%; on :i02"2 s —103"2 - % (3.184)
8+n:%n; ¢f13+nzal%n; g+n202%n; G _ o &
o iy s o8 =i gt =iy g =i (3.85)

Donc on a toujours (2.273) & (2.277), sans autre changement que le rem-
placement des densités lagrangiennes venant de I’onde leptonique par celles
venant de I’onde des quarks. On a donc maintenant :

I = ‘a<%fsaa>¢7 - E i (G = i i (3)er
(3.186)

. m 3+nt y(j) 2+n_ . 3+n]‘/\,u< ) 3+n:|
+ka377 7 2 n km § ¢

Avec (3.163) on a donc :

(3.187)

1 m m 1
7 = S¢ Sé guqp M gul = =2
7 |:k'm1 L k’mg R + kmg L R:| 2

Et donc (3.164) donne :

///dvlgzha ///dvjf - zic///d”lgz Z (3.188)

Ceci explique la quantification du moment cinétique du proton et du neu-
tron. C’est conforme & tout ce que ’on sait de ces deux sortes de particules.
La quantification du moment cinétique (ou spin) de ’électron, du proton,
du neutron, est une conséquence directe des propriétés des équations d’onde
de ces particules, et de I'invariance sous le groupe Cl3.
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La quantification du moment cinétique, non pas pour chaque quark sé-
parément, mais pour le proton et pour le neutron avec leurs trois quarks
colorés, a une conséquence expérimentale bien connue : il est impossible de
déplacer un quark seul & I'extérieur d’un proton ou d’un neutron. En dépit
du fait qu’ils sont composés de plusieurs ondes de quarks, seuls les protons
et les neutrons peuvent présenter 'individualité d’une "particule". La rai-
son en est qu'un moment cinétique propre est toujours un multiple entier
de /2. Les seuls objets que 'on peut détecter individuellement dans n’im-
porte quelle expérience de physique sont ceux qui ont un moment cinétique
multiple de %/2. Ce moment cinétique peut étre multiple de h dans le cas
des bosons. On peut obtenir 3%/2 pour certains hadrons ou pour des états
a cinq quarks. Mais le moment cinétique ne peut pas étre plus petit que
h/2 et ce moment cinétique minimal nécessite trois quarks de couleur, pas
seulement un.

On rappelle que la quantification du moment cinétique est a ’origine des
inégalités de Heisenberg (voir [61]). Ces inégalités s’appliquent donc a n’im-
porte quel proton ou neutron ou électron. Le fait que la mécanique quan-
tique travaille de maniére similaire pour 1’électron, le proton ou le neutron
donne le méme statut de "particule élémentaire" & ces objets, et semble
remettre en question le modéle des quarks, pourtant essentiel au modéle
standard. Mais c’est 'onde d’'un quark qui ressemble & ’onde d’un électron,
pas 'onde du proton ou du neutron. Encore une fois, tout ceci conforte le
modéle standard.

3.7.1 Cas du proton seul ou du neutron seul

Le proton se compose de deux quarks u et d’'un quark d. Comme la
couleur des différents nucléons ne s’ajoute pas, le modéle standard dit que
le proton (ou le neutron) est neutre de couleur. On peut alors supposer,
par exemple, que le proton est & un moment donné composé d’un quark wu,.,
d’un u4 et d'un quark dj. Les précédents calculs indiquent que le proton est
alors composé de six ondes spinorielles non nulles : L*, L5, L% et R*, R, RS,
tous les autres spineurs étant exactement nuls. Le courant de probabilité J,
est donc la somme de seulement six courants au lieu des douze possibles :

J, =D} + D} + D¢ + D%, + D3, + D, (3.189)
La densité lagrangienne du proton vient donc de (3.149) :

m . ' 4 m . ~ L
0= £+ = (—into"Qun* + dj, DY) + - (i€ 16"0,6* + a3, DY)

+z3: m (_ini‘)—&-nTo.uaMnS—&-n_‘_d;“)WDi-i-nM)

k:mg,

. ~ n , 3.190
+#n4(_7’£3+nTo—uaM§3+n+dwa£I))%+ M) ( )

n=2

ot les d¥ viennent de (3.148)), avec le remplacement de n par 4 pour le
calcul de d}, et d2, et ot on ne considére que n = 2 et n = 3 pour le calcul
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de d3 et d. Les mémes restrictions sur les indices doivent étre prises dans
le calcul des densités d’impulsion-énergie et dans le calcul des densités de
moment cinétique, et aussi dans le calcul des forces d’inertie. La seule partie
du calcul qui change, c’est dans ot les crochets incluent seulement
une ligne au lieu de trois. Et le quark » utilise deux des trois lignes des
crochets. Or c’est la somme des trois lignes qui disparait dans ce calcul, ce
qui vient de la dimension 8 et non pas 9 du groupe de la chromodynamique.
Donc les forces fortes ne disparaissent pas avec un proton isolé.

Le cas est semblable pour un neutron fait d’un quark u et de deux quarks
d. 11 y a aussi six ondes de spineurs non nulles, par exemple L2, L3, L7 et
R?,R3 R". Les protons et les neutrons ont été découverts de nombreuses
années avant que I'on en arrive & supposer qu’ils sont faits de trois quarks
liés ensemble par les forces de la chromodynamique. Le principal probléme
de cette supposition était ce qu’on appelle le confinement des quarks, c’est-
a-dire 'impossibilité en pratique de faire sortir un quark du sac que semblent
constituer les mésons ou les baryons. Le calcul précédent explique ce confi-
nement : le quantum de moment cinétique existe pour un proton composé
de trois quarks ou pour un neutron, pas pour un quark isolé. Ce quantum
de moment cinétique existe aussi pour un électron isolé, un monopole ma-
gnétique isolé, ou pour une paire électron — neutrino de 1’électron. Si un
quark isolé était capable de posséder un quantum de moment cinétique il
serait possible de pousser ce quark hors du sac, mais il n’y a pas de moment
cinétique plus petit que f/2. Les accélérateurs de particules utilisent des
électrons ou des protons, ou leurs antiparticules, qui ont chacun un quan-
tum de moment cinétique. Les seuls objets qu'une collision peut produire
ont aussi un moment cinétique nf/2, ot n est un entier qui peut étre nul si
lobjet (un méson) contient deux moments cinétiques opposés 7i/2.

De plus ce quantum de moment cinétique explique aussi un autre "confi-
nement" : on n’a jamais observé un neutrino gauche seul, tout comme on
n’a jamais détecté de quark seul. On ne détecte un neutrino gauche que
lorsqu’il interagit avec une particule chargée, quand et ou il interagit. Il est
aussi détectable lorsque ’onde gauche est rejointe par une onde droite, ou
a la fois une onde droite de neutrino et I'onde d’une particule chargée élec-
triquement. Mais le neutrino complet, qu’on peut aussi appeler monopdle
magnétique, posséde un quantum de moment cinétique et peut donc étre
considéré comme une particule observable, déja observée [37), 52} 53], [87].

3.8 Préférence pour les ondes gauches

Comme la transformation P : M — M est un automorphisme de Cls,
lanneau End(Cl3) = Cl3 3 contient le sous-anneau Diag[End(Cl3)] de tous

les :
_(Ye 0N, (% O
\Ile - (O we) 9 1/}6 - (0 $e> . (3.191)
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Ce sous-anneau est isomorphe a Cl3 (parce que P est un automorphisme),
aussi Cls est un sous-anneau de End(Cls), et les opérations de 'anneau Cl3
sont des cas particuliers des opérations dans End(Cl3). Le résultat est une
identification entre I'onde de premiére quantification ¢, et ’'onde de seconde
quantification (a valeur opérateur) ¥.. Or Cl3 est aussi ensemble des P; =
a+ A+ (i de (B.95), qui est la sous-algebre paire Cl{ 5 de Cly 3. On détaille
cet isomorphisme en Avec A = a+ibonaP; = a+é’+i6+(i dont la
partie auto-adjointe est a+a. La mécanique quantique inclut I’espace-temps
dans ce cadre en posant x = x*¢,, (voir (1.33), ce qui donne :

det(x) = (x2)? — (x1)? — (x)? — (x*)2. (3.192)

Ceci introduit automatiquement la signature + — — — pour I’espace-temps.
C’est la principale raison de préférer Cl; 3 a Cl3 ;1. Cette autre algebre, non
équivalente, pourrait étre pourtant plus importante en physique puisque
Cls1 = My(R) est lalgébre de Majorana. Et en outre End(Cl3) = Mg(R),
chaque matrice réelle 8 x 8 comprenant quatre matrices réelles 4 x 4. Partant
des quatre v, de qui engendrent Cl, 3, les quatre 77, engendrent Cl3 ;.
La sous-algébre paire Cl?t 1 est donc I’ensemble de tous les :

Pi=a—-A+(i=a—a—ib+ (i (3.193)

Donc pour 'espace-temps en tant que partie auto-adjointe de Cl3, le passage
de la version C’lf’3 de Cl3 ala version Cl;fl de ce méme C'l3 induit le passage
de a+4d a a—a, qui est la transformation P (parité). C’est donc l'usage de
leﬁ et le non-usage de Cl?t ; dans les chapitres 1 et 2 qui fixe la préférence
pour une des deux possibles orientations de 1’espace, par 'identification :

e € Cly = 1) € Clf 3 = ¥, € Diag[End(Cl3)]. (3.194)

Cette identification explique pourquoi la seconde quantification peut re-
prendre tous les résultats de la premiére, dans le cas de 1’électron. L’usage
de Cly 3 a la fois pour 'onde de I’électron et pour ’espace-temps, comme

requis par le déterminant, conduit a I'utilisation de V(Ze. Et 'onde gauche
est la colonne de gauche de ¢.. Puis on a deux invariances de jauge, la jauge
électrique engendrée par le 2-vecteur oo01 = —io3 et la jauge chirale en-
gendrée par le 3-vector i. Sous la jauge électrique I'onde gauche L. tourne
comme ¢., ’onde droite R, tourne comme ¢, et puisque ios = iog alors R,
tourne comme L.. Comme L(—io3) = —iL, L, tourne avec des angles op-
posés sous la jauge électrique et la jauge chirale. Il en résulte les égalités des
coefficients de B pour les ondes gauches, vues en [2.2] dans le cas leptonique
et en dans le cas des quarks. Puis la valeur sin(fy) = 1/2 en
vient de ce que A est le potentiel de jauge électrique. Et ceci implique en
I’annulation du seul terme quS. Le terme qAR8 ne s’annule pas.
C’est lorigine de la "violation maximale de la parité" dans les interactions
faibles.
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3.9 L’équation d’onde a valeurs réelles

Jusqu’a l'obtention, par Schrédinger, de son équation d’onde non rela-
tiviste de I’électron, les nombres complexes ne jouaient, en physique, que
le role de simples commodités de calcul. La fin du calcul se terminait tou-
jours par le retour aux grandeurs & valeur réelle. Et c’est avec beaucoup
de surprise que Schrédinger a compris qu’on ne pouvait plus se passer du
i qu’il avait introduit dans son équation d’onde. Nous sommes partis de
I’équation de Dirac, pour laquelle 'onde 1) de I’électron était a valeur dans
C*. Mais ensuite nous avons associé¢ a ce 1 une onde ¢ a valeur dans CI3,
groupe de Lie dont les huit paramétres sont des réels. Certes ce groupe de
Lie est isomorphe, en tant que groupe de variables réelles, au groupe des
matrices complexes 2 x 2 inversibles. Certes nous avons profité de cet iso-
morphisme pour simplifier autant que possible les calculs. Mais on peut se
passer complétement des nombres complexes, nous allons en examiner les
conséquences.

Nous avons écrit 1’équation de Dirac avec les matrices de Pauli et
de Dirac (L.4). Le i présent dans o et dans les composantes &, 1; peut étre
remplacé par une matrice réelle, ce que nous avons déja utilisé en 2.3.4 :

c (0 =N (e by (e —dy
z.-(l O),fj—.aj—i—zb]—(bj aj),nj—.cj—i—zdj—(dj ¢ )

0 O 0 1

0 —1 0 0 -1 0
02:(1' O)*—Hlez 0 -1 0 0 = 70135, (3.195)

1 0 0 0

2 0 —oo 0 -0 0 —70135
= — Ay = = . 3.196
(02 0 ) 2 (02 0 > (70135 0 ) ( )

On remarquera un changement de signe de Ay par rapport a ce qui aurait
été attendu a partir des matrices gamma, correspondant a un changement
d’orientation de I’espace quand on passe aux matrices réelles. La matrice Ag
et les cinq autres matrices Ay, a = 0,1, 3,4, 5 sont génératrices de I’algébre
Mg(R) étudiée en B.2.1. L’équation de Dirac devient [I6] :

0= [A"(Op + qAuAss) + mAys8; Ays = (781 721) , (3.197)
aq C1
13 by dy
U= ;&= = . 3.198
("7 € az |’ K Co ( )
b do

En multipliant & gauche par As4, et en utilisant la commutation de ce terme
avec chacun des quatre A*, I’équation de Dirac s’écrit :

0 = [A*(A540, + qA,) +m|T. (3.199)
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A la place de Asy il v a deux termes, et seulement deux, qui peuvent jouer
le méme role : Agioz4 et Agia3s, et ceci nous donne deux équations d’onde
similaires :

0= [AM(A012346M + un) + m]\Il, (3200)
0 = [A*(Ao12350, + qA,) +m]P. (3.201)
Ceci correspond bien & ce qu’observe la physique des particules : deux objets
similaires, et néanmoins différents de ’électron, que sont le muon et le tau.
Notons une différence entre ’électron, pour lequel le nombre d’indices est

pair, et les deux autres, pour lesquels le nombre d’indices est impair. Les
densités tensorielles associées a 'onde deviennent :

dind = TAind\Il, W = (’I’]t ft) (3202)

Et comme la réécriture des matrices complexes n X p en matrices réelles
2n X 2p conserve les opérations, et transforme la matrice adjointe en matrice
transposée, on obtient avec les notations de A.4 :
E\I’ = 2((1101 + b1d1 + asco + b2b2) = Ql, ( )
UAMY = oty = Dy, (3.204)
WAFANY Ays W = piyFy¥p = SEY (3.205)
WA*Ag12345®¥ = KM = DY, ( )
UAg193¥ = Qo3 Oy + Qg = pe'”, ( )
Les 16 =14+ 4+ 6 + 4 + 1 densités tensorielles ci-dessus, comme on ’a vu
en 1.3.2, font partie des 36 = 9 x 8/2 densités possibles, qui correspondent
exactement aux 36 générateurs de Clz 3 = Ms(R) de carré Ig. Outre Dy et
D3, existent aussi deux autres vecteurs, définis en 1.3.2, qui vérifient :
D = ¢01¢" = D{o,; D2 = g0 = Dhoy,,
D} = WAFA;0; DY = WAFALW. (3.208)

Et de méme, les 6 composantes du bivecteur S font partie des 18 = 3 x 6
densités, formant trois bivecteurs similaires :

S3 = (ﬁO’ga = S§30'1 + Sglo'g + S§20'3 + S%Oial + S?%OiO'Q + Sg’oio;»,,

S = WAFAY Ay, (3.209)
S1 = ¢O’1$ = 5%30'1 + Sflo'g + 511203 + Slwial + 51207;0'2 + Sfoiag,
StV = WAFAY A5, (3.210)

Sy = ¢O’2$ = 5330'1 + 5310'2 + 52120'3 + 52102'0_1 + S%OiUg + Sg)oiag,

SEY = WAFAYALD. (3.211)
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L’invariance relativiste prend une forme peu différente de celle utilisant les
matrices complexes. Il suffit d’associer & tout M de Cl3 la matrice réelle
4 x4 M, et a la matrice 4 x 4 N la matrice réelle 8 x 8 telles que :

M 0 ; o
N= (O M); ¢ = Mo; o = Ny, (3.212)

ap —by —ca —do

(a1 +1by —ca+ido) I RS dy —C2
M = <a2 + ibgy c1 —idy > P M= as —bs C1 dy ’ (3213)

b2 a9 —dl C1
U =NU; N= (IB/I &) ; U =NU (3.214)

On veillera ici & ne pas confondre la matrice 4 x 4 réelle M ci-dessus a
la matrice 4 x 4 réelle R de (1.36]), qui est quadratique par rapport a M.
Rappelons la forme que prend la transformation des variables d’espace-
temps :

x'= MxM'; x = xto,; x' =x"Mo,; x'M = REXY,

V =MV'M; V =0'd,; V' =0c"d,; RLD, =0,. (3.215)

Ceci, nous donne, avec 1’algébre d’espace-temps et avec les matrices réelles :

v _ _ ﬁt 0 —
RUAY = NAFN; N = ( Mt> . A9, = NAMOLN,  (3.216)
x = x"A,; X i=x"A,; X' = NxN'. (3.217)

On peut aisément passer de I’équation de Dirac & notre équation amélio-
rée en utilisant ’angle d’Yvon-Takabayasi dans le terme de masse, et en
remplacant la masse par une matrice de masse :

0 = [A"(As4d, + gA,) + e A2 m)l; m = (164 r(I) ) . (3.218)
4



Chapitre 4

Gravitation

La variété d’espace-temps de la relativité générale est une sous-
variété contenue dans le groupe de Lie Ci;. La connexion de cette
variété est calculée a la fois a partir de 'onde quantique et a
partir du groupe d’invariance. Les équations du champ de gra-
vitation sont des égalités entre deux connexions affines. Le i qui
définit ’orientation de ’espace appartient a la fois au groupe d’in-
variance et au groupe de jauge. On généralise la dérivée invariante
de forme. Cette dérivée simplifie la partie interactions faibles pour
les ondes des quarks. On étudie le double lien entre les équations
d’onde dans leur forme usuelle et les équations sous forme in-
variante, ses conséquences sur la conservation des courants et le
rapport d’homothétie On montre la compatibilité entre la gravi-
tation et nos résultats sur les densités tensorielles d’impulsion-
énergie et de moment cinétique. Au lieu de se propager dans un
espace vectoriel de configuration, I’onde fermionique se propage
dans la variété d’espace-temps. La dualité entre groupes de Lie
et algébres de Lie, appliquée a 1’espace-temps dans sa globalité,
explique la fléche du temps, donne un début de résolution du pro-
bléme EPR, justifie une expansion de ’univers avec accélération
récente de 1’expansion.

La variété d’espace-temps de la relativité générale a été pensée naturel-
lement comme une variété pseudo-riemanienne basée sur les propriétés de
la pseudo-métrique d’espace-temps. Avec les notations de (1.4) on a :

x =xMry, = (SOE B{) ; x =x"0,. (4.1)

185
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Avec (1.36) la similitude R définie par le dilatateur M vérifie :

X = MxM'; ¥ = MXM; M' =M, M= M, (4.2)

, (0 X\ (M 0 0 x\ /M 0

x = <’>z/ 0) - (o M)\x o/\o Mmt) (4.3)
_ M 0\ ~ (M 0

/i . = —_~ M =

x' = NxN; N.<0 M)’ N <0 MT>' (4.4)

L’électron, dans chaque espace-temps tangent en tout point de la variété
d’espace-temps, a une onde qui suit I’équation de Dirac améliorée décrite
au chapitre 1. L’ensemble des dilatateurs N est la sous-algébre paire C’lf?),
isomorphe & I’ensemble des dilatateurs M qui est Cl3. La théorie de Dirac
restreignait M a SL(2,C) (a tort, on 'a vu en[L.1.2)), ce qui impliquait :

det(M)=1; M~' =M, (4.5)
Vo =0"0,6=MV'M¢p =M 'otM"10,6 =Mo" MI"1R"0,

0¥ =M~ o' RY(MY) Y o RY = Mo M'; 4R, = Ny"N.  (4.6)

Ce calcul est valide aussi longtemps que le dilatateur M est un terme fixe.

Mais les derniéres égalités ci-dessus (une égalité pour chaque valeur de v),

sont utilisées sans précaution méme dans le cas d’un dilatateur variable M.
De plus la matrice N est en général supposée vérifier :

1
N = exp [Z 9‘”’%4; Tap = 5 (W = WYa), 0 ER. - (47)
a<b

Mais dans les calculs précédents la similitude R n’est pas du tout la méme
chose que le dilatateur M. Méme lorsque M appartient & SL(2,C) la trans-
formation de Lorentz R n’est pas la matrice de Pauli M. Et malheureuse-

ment (4.7) n’est pas générale : avec M = —1 + 01 + 403 on a :
M = —exp[—(0y +igy)] = ™ o071 o108 (4.8)
N = ¢™001023+001+013 _ €7r(1+2k)001623+001+0'13 ke, (4.9)

Donc tout calcul utilisant oublie la périodicité de ’exponentielle com-
plexe, origine mathématique de tout phénoméne physique ondulatoire. On
se doit donc d’adopter une approche plus sérieuse, ce que ’on va développer
maintenant.

L’onde quantique étudiée dans les précédents chapitres introduit un
changement majeur avec I'inclusion de I’espace, puis de I’espace-temps dans
Cl3. La premiére inclusion, celle de 'espace a été effectuée implicitement
par Pauli il y aura bientdt un siécle. L’inclusion du temps, pour ’équation
de Dirac, a été tout aussi implicite. On obtient la pseudo-métrique d’espace-
temps avec :

|[x]|? = det(x) = xX = xP(x). (4.10)
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ou P est la transformation de parité. Or c’est trés différent de 'approche
de la géométrie riemannienne, elle-méme issue de 1’étude des courbes et
surfaces de la géométrie euclidienne : d’abord la pseudo-norme ||x|| n’est
pas, malgré la malheureuse identité de notation, une vraie norme puisque
det(x) peut étre positif, nul ou négatif. Ensuite un déterminant n’est pas
une forme bilinéaire symétrique, mais une forme bilinéaire alternée. Et la
transformation de parité est directement associée a la géométrie par (4.10]).
On a rencontré au chapitre 1 'importante relation :

Dy: X x=0¢X¢

qui définit ’élément général X de ce qu’on a appelé l'espace-temps in-
variant. Comme le déterminant d’un produit est le produit des détermi-
nants et puisque l'élément M, de SL(2,C) a été défini en comme
¢ = /peP/? My, on a :

det(x) = pdet(X). (4.11)

On a vu que, pour toutes les solutions importantes utilisées dans la théorie
de Dirac, p = p(x) est partout non nul. Et comme aucun observateur ne
peut voyager sur le cone de lumiére, det(x) # 0, on fera donc I'hypotheése
que det(X) # 0. Cela signifie que X appartient au groupe de Lie Cl§ et
I'ensemble des X est la partie auto-adjointe de CI3, c’est-a-dire la partie
vérifiant X = X' = X. La relation entre X et x entraine que x aussi
a un déterminant non nul : ’ensemble des x, qui est la variété d’espace-
temps, est la partie auto-adjointe du groupe de Lie CI3, sous-ensemble de
Cl3. Un théoréme de Whitney indique que toute variété réelle de dimension
4, quelque soit sa structure différentielle, peut étre incluse dans un R2, et
Cls est précisément de dimension 8 sur R. Par conséquent la géométrie
de I’espace-temps n’a pas besoin de Cl3 lui-méme (isomorphe & R® comme
variété), la géométrie a besoin du groupe de Lie CI lui-méme, qui est une
variété séparée de dimension 8 ayant Cls pour algébre de Lieﬂ Puisque
c’est un groupe de Lie, chaque point est localement identique au point unité
x = 1. Ce point unité, comme n’importe quel point, signifie un événement :
je suis ici, maintenant. En un point-événement, un espace-temps tangent
existe, ol le point-événement "je suis ici, maintenant" devient le zéro de
l’algébre de Lie Cl3 du groupe de Lie Cl3. Comme les distances sont données
par le déterminant et comme ce déterminant n’est pas nul, par définition de
Cl13, le cone de lumiére de chaque point est un sous-ensemble de I’espace-
temps tangent en chaque point de I'espace-temps. L’espace-temps tangent
doit étre distingué de ’espace-temps lui-méme, parce que ’espace-temps
tangent est lui-méme une variété plate.

1. La géométrie riemanienne utilise une métrique, qui améne automatiquement la sé-
parabilité de la topologie de la variété. Mais la pseudo-métrique de la géométrie d’espace-
temps ameéne tout aussi automatiquement la non séparation des événements distincts
mais & pseudo-distance d’espace-temps nulle. L’inclusion de I’espace-temps dans Cl3 as-
sure, elle, cette condition de séparabilité, indispensable pour pouvoir utiliser les résultats
généraux de la géométrie différentielle.
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On a vu en [I.T.2] et [I.2] que le groupe d’invariance G généralisant au
cas relativiste le groupe d’invariance SU(2) de la physique non relativiste
des particules de spin 1/2, pouvait sans difficulté étre étendu au groupe
GL(2,C) de toutes les matrices 2 x 2 complexes inversibles. Ce groupe est
isomorphe au groupe Cl3 des éléments inversibles de I’algebre Cls. Celle-ci
non seulement contient le groupe des éléments inversibles, mais en plus elle
en est 'algébre de Lie. La différence entre le dilatateur M et la similitude R
qu’il engendre est la méme qu’avec le cas particulier des transformations de
Lorentz : le groupe des dilatateurs M est un groupe de Lie de dimension 8§,
alors que le groupe des similitudes R est un groupe de dimension seulement
7. Le noyau de I’homomorphisme f : M +— R est le groupe de Lie de
dimension 1 des M = e, oi1 2 est un nombre réel quelconque. La, fonction
f n’est donc pas inversible : il n’existe aucun moyen de construire M en
partant de R. C’est la raison de fond du fait que Cl3 est le plus important
espace vectoriel qu’on utilisera ici tandis que I’ensemble Cl3 des dilatateurs
est le plus important groupe d’invariance utilisé dans ce chapitre. C’est ainsi
parce que ¢a ne peut pas étre autrement : I'isomorphisme entre GL(n,C) et
Cl3, en tant que groupes de Lie, a des propriétés qui n’existent que dans le
cas trés particulier n =2 et p = 3.

4.1 Géométrie différentielle

4.1.1 La gravitation par ’onde quantique

Tous les opérateurs différentiels utilisés dans les précédents chapitres
sont construits & partir de opérateur V = o#0,, de l'algébre Cl3. L’opéra-
teur = 40, utilisé par Hestenes s’y raméne (voir puisque 'on a,
I’algébre d’espace-temps étant un module sur I’anneau Cls :

=0 V). (4.12)

L’algébre d’espace-temps d’Hestenes est donc seulement un outil de calcul
possible, mais n’a pas de réelle nécessité. On se servira donc ici seulement
de Talgébre Cls. On passe de l'opérateur V qui agit dans un voisinage de
I'événement x = x*o,, & opérateur V' qui agit au voisinage de I’événement
x' =x" o, par :

X' = R(x) = MxM'; V = MV'M; V' = 0"9,. (4.13)

On rappelle que les 0, sont exactement les mémes dans I’écriture de x ou de
x', et que c’est pareil pour V et V' E| On a aussi expliqué en comment

2. La fixité des o, vient de ce que les quatre matrices (1 £ 03)/2 et (01 £ i02)/2
forment la base canonique de M2(C) et sont donc intrinséques dans le groupe GL(2, C).
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Ponde ¢ de I’électron définit en chaque point une similitude :

Dy: X = Xto, = x=¢X¢' =¢X"0,6" = XD, (4.14)
D, = D!, = ¢a,¢'. (4.15)

Ainsi la fonction ¢ décrit 'insertion de la variété d’espace-temps dans la
variété de dimension 8, vue de la variété d’espace-temps. La fonction ¢ est
ce que nous pouvons apercevoir & partir de notre variété d’espace-temps.

On a vu en [1.3:2] et retrouvé en [3.9) les quatre vecteurs D, qui forment
une base orthogonale (mais pas une base orthonormée) de I’espace-temps,
en chaque point de 'espace-temps. A cette base variable est associée une
connexion affine. Ceci nous permet d’utiliser la théorie de la base mobile de
Cartan pour cette base (Dg,D1,D2,D3). Les composantes de ces vecteurs
sont calculées en [A-4:2] On rappelle qu'on a :

pe'? = pp = det(9); pe = ¢, (4.16)
D, D, =0, p#v, (4.17)
p?=Dy-Dg=-D; -D; =—-Dy-Dy =—D3-Ds. (4.18)

Cette connexion a été étudiée en [22]. On pose :

9
%= 5%
dD,, =T%,dX"Dpg.

=DS0,; dx=dX"D,, (4.19)

Si p # 0 cela donne :

dx = dx"o, = DYo,dX" = D,dX",
D, = ¢0,¢' =Dlo, ; o, =(D"")iDs. (4.20)

Puis on utilise la similitude D telle que :

D(x) = ¢xo. (4.21)
Ona:
Do D(x) = D[D(x)] = ¢dxpg = pePxpe ™ = px,
Do (p?D)(x) = x,
D !(x) = p7?D(x). (4.22)

Et on obtient :

dD, = 8,(D,,)dX" = 8, (D},0¢)dX" = 8, (D})ocdX”
=8,(D5)(D™1),DpdX” =T, DpdX". (4.23)
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Par conséquent les coefficients de la connexion sont :
I, =8,(D)(D)¢ 5 8, =D]o,.
En utilisant la similitude D on obtient :
I, =p"%9,(DS)D; ; 8, = Djo..
Comme Dy = DY et 5? =D} ona:
o, =T, =T3, = T3, = 8,[In(p)] = DLd,[In(p)].
Comme D, = —DY et ﬁf =D} ona:
Iy, =09, j=1,2 3

FiV:—Fk i=1,2 3, k=1, 2, 3, k#}j.

V128

Le calcul complet de la connexion a besoin des densités suivantes :

Sk = ¢por9,
Sty +i8(’k) = devt(i%)T’
Ay + 1Al = def:(%)“
r = 5[V — #5001,
T4+iT = m.

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.29)
(4.30)
(4.31)

(4.32)

(4.33)

Le tenseur 7 est la densité de spin de Durand [15,[54]. Avec I’équation d’onde

améliorée de 1’électron, en obtient en :

Y, =Dy [S) — 20Ae)] + 2mpd,

Fgu =Dy [8(2) + QQA(l)] - 2mp(5i,

ng =Dy - 8(3)7

I3, = =D, - [S(y) + 2¢A{y)] — 2dpd),,

I3, = =D, - [Sly) + 2¢Af)] + 2dpd?,

T, = Dy - [Slg) + 2¢A] — 2mps’, + 2dps3,
[0, = Dy - [-2T + 2¢A3)],

avec 63 = 1, 5; =-1,7=1,2,3 et §;; = 0,u # v. Le role trés particulier
de l'indice 3 dans ’équation de Dirac de ’électron est encore trés visible
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dans ces relations. Pour la seconde ou la troisiéme génération il suffit de
faire une permutation circulaire des indices. Aussi un indice particulier, 1
ou 2, y est toujours visible. Cette connexion n’est pas sans torsion, et le
terme de masse propre est justement lié & cette torsion : c¢’est une raison de
penser que cette connexion donne la gravitation. De plus le terme de masse
mp, et donc aussi les symboles de Christoffel, ont la dimension physique
L~! d’un rayon de courbure. On peut donc considérer que le lien entre
masse-énergie et géomeétrie ne se fait pas par le tenseur de courbure, mais
directement par la connexion affine et la torsion de la variété d’espace-temps.
Ceci fait donc suite a I'étude d’Einstein d’une variété d’espace-temps sans
courbure mais avec torsion pour rendre compte a la fois de la gravitation et
de I’électromagnétisme [68].
Sur une solution en onde plane on a obtenu en [I.5.3]:

O =oe ¥ p=mgvat; v=otv,, my= VIr. (4.41)

ou la vitesse réduite v et ou ¢y sont des termes fixes. On obtient :

= a“@u(aoe_“’””) = —mquASUn. (4.42)
Ceci donne : N
b= ePyg2 (4.43)
Mg
ce qui implique : R
¢ = ePy(e P ) L = 5. (4.44)
mg My

Donc si ¢g est inversible on doit prendre :

l=w=v-v=v2—-7v?% (4.45)
ve=1+7v%; vo= V1472 (4.46)

qui est la relation relativiste pour la vitesse réduite d’une particule. On a
aussi :

pe'? = det(p) = det(¢o) det(e™) = det(¢p). (4.47)
Donc p et 5 sont fixes. C’est la méme chose pour :
Do = doo} ; D3 = poosdy.- (4.48)
Les vecteurs Dy et Do, au contraire, sont variables. On pose :
di = ¢oo19l 5 dz = do02d), (4.49)
ce qui donne :
D1 = cos(2¢)d;y + sin(2¢)ds,

Dy = —sin(2p)d; + cos(2¢)ds. (4.50)
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Comme Dg et D3 sont fixes on obtient :
8, (D) = 8,(D5) =0
Fgu - F.?Bw - 0

Avec D; et Dy on obtient :

9-(DY) = 8, [cos(2¢)dS + sin(2¢)d5] = 2m,v. D5,

9-(DS) = 8, [—sin(2¢)d5 + cos(2¢)d5] = —2mgv,Dj,
d,(D%) = D79, (D) = 2m,D7v,D§ = 2my (D, - v)DS,
d,(D5) = D70, (D5) = —2m — gD7v,D§ = —2my(D,, - v)D§

Ensuite on obtient : .
D, -v=-D,-Dgy = ps’.
p

Donc on a :

F?l = FfQ = F?s = Fgl = F§2 = Fgg =0.

Et on obtient :
2m —B 2m —B
= 29050, ¢ 14, = - 2D,
p P
qui donne :

_ 2my

9 _ . _ _ _
r2, = %D%Dz - T(DgDﬁ + DD} + D2D, + DiD3)

- %(—Dng +DID! + D2D2 + D3D3)

On a aussi :

De méme pour les 1“50 on obtient :

Féo = —2myp ; Fgo = F%O = Fgo = 0.

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

En résumé, parmi les 64 termes I'? | 62 sont nuls. Seuls deux termes ne sont

pvs
pas nuls :

F%o = _F%o = 2myp.

(4.61)
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Par conséquent la torsion a deux composantes fixes :
1
i(rfo - F%l) = Myp, (4.62)
1
5(1—%0 —Tg) = —Mygp- (4.63)

Et les termes ng étant tous fixes, le tenseur de courbure s’annule. On voit
donc que, pour I’équation d’onde améliorée, la variété d’espace-temps liée
a 'onde plane est sans courbure mais avec une torsion fixe, et le terme de
masse est proportionnel & cette torsion.

4.1.2 Connexion liée au groupe d’invariance

On doit maintenant considérer quatre sortes de spineurs, qui varient
de quatre maniéres différentes dans les similitudes induites par le groupe
d’invariance étendu : le groupe Cl§ = GL(2,C) a quatre sortes de repré-
sentations non équivalentes. Donc en plus de l'invariance pour ce qui ne
change pas (par exemple la densité lagrangienne), on n’a pas moins de six
sortes de variance : la contravariance des vecteurs se transformant comme
x, la covariance des vecteurs se transformant comme V, et quatre sortes de
spineurs que ’on a rencontré dans les précédents chapitres :

X' = MxM'; V=MV'M = Mo" M, (4.64)
R™=MR";, I'" = ML", n=1,2,3,4, (4.65)
Rt = RN T = TR = 1,2, 3, 4. (4.66)

La géométrie différentielle étudie ce qui arrive dans un voisinage d’un point-
événement donné. Cela équivaut a considérer au voisinage de x un dilatateur
M qui ne différe de I'unité que de maniére infinitésimale. On pose donc :

M = 1+dx”(a2+alll01 Jraiag +ai03+aii01 +aii02+aﬁiag JraZi), (4.67)

ou les ay;, pour pp = 1,2,3,4 et n = 0,1,...,7 sont 32 fonctions a valeur
suffisamment lisses de x, et dx" sont les incréments de x en ce point . Ceci
donne :

Mh=1+ dx“(ag + atal + aiag + CLzO'g — aiial — aiiag — aﬁiag — a;i),
M=1+ dx“(ag — aial — aiag — azag + aiial + CLZiUg + aﬁiog — aZi),
M=1+ dx”(aﬁ — aial — aiog — aiag — aﬁiol — aiiog — aﬁiog + aZi).

(4.68)
On a aussi :
MM = det(M) = 1+ 2dx*(a), +ia},), (4.69)

-1\ _ w0 .7
det(M™") = 1 — 2dx"(a,, +ia,,), (4.70)
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M= Mdet(M™), (4.71)
=1+dx"(— a +al 01+a 02—|—a 03—|—a 201+a ZO'2+CL i03 — a7z)
- _ (4.72)
=1+dx"(— a +al 01+a oo +a Gg—aiZUl—CLZZO'Q—CLGZO'?,—FCL 7).

La similitude R définie par M change x en x', tel que x’ = R(x) +dx =
MxMT 4+ dx :

X’O:x0+dx0+2(agx + a,x' Jra x? +a 'x3)dxH, (4.73)
X' =x! +dx! + Q(atx + a xt a x* —a Xg)dx“, (4.74)
X =x2+dx* +2(a 2x) —adx + apx® + a),x")dx*, (4.75)
P = +d + 2(alx” + apx' — a;x* + afx®)dx". (4.76)

Comme les symboles de Christoffel 1"%‘7 sont définis par
XY = x% +dx“ + ngxﬂdxw, (4.77)

on a donc :

o, =Ty, =T3, =T3, = 2a), (4.78)
Iy, =T),=2a,; T}, =19, =2a’; Tj, =T, =2a, (4.79)
3, =-T3,=2d,; I, =-T3,=2d,; Ty, =-T7,=2d. (4.80)

Ainsi la connexion définie par les symboles I‘ﬁ ne depend que de 28 des
32 fonctions réelles contenues dans le dilatateur M de . Les quatre
az ne peuvent pas figurer dans la connexion, parce qu 1ls sont en facteur
du générateur ¢ de la jauge chirale, qui appartient au centre du groupe,
¢’est-a-dire qui commute avec tout élément du groupe [22][24]. La géométrie
différentielle ne peut pas apercevoir ces aZ! Einstein pensait que quelque
chose manquait dans la théorie physique pour intégrer la physique quantique
a la physique classique. Les quatre paramétres qui manquent dans la partie
géométrique de la connexion ne manquent pas dans la partie spinorielle de la
géométrie différentielle. Donc quelque chose était eﬁectivement manquant
mais ce n’était pas la ou c’était attendu. E| Les egahtes l ) ont
la méme structure que les égalités entre les I‘O‘ ) et |

construction de la relativité générale par Einstein est partle d’une egahte
de structure semblable entre gravité et inertie. En identifiant le tenseur de
courbure de 'espace-temps & la densité d’impulsion-énergie, Einstein a mis
en équations cette identité de structure. Cette construction ne satisfaisait
pas sa recherche d’une esthétique des lois physiques, parce qu’elle accolait

3. Le nombre 28 = 8 X 7/2 est aussi la dimension du groupe SO(8) des rotations dans
Cls. Et 36 = 64 — 28 = 8 X 9/2 est le nombre des densités que l'on peut construire a
partir de I'onde de 1’électron [16].
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une trés belle géométrie, le tenseur de courbure, et une densité d’impulsion-
énergie ou 'on pouvait mettre tout et n’importe quoi. Il a donc cherché
une théorie dans laquelle les deux cotés de ses équations auraient la méme
valeur du point de vue géométrique. Il a notamment étudié une variété avec
torsion [I12], notre approche est donc dans le sillage de la sienne.

Les surfaces étudiées depuis Euler avec les outils de la géométrie différen-
tielle sont les objets a partir desquels ont été définis les variétés. Ces variétés
sont orientables (ou non), comportent un bord (ou non). On peut penser,
dans Cl%, la variété d’espace-temps comme une hyper-surface (& 1+ 3 di-
mensions) dans ce groupe a 8 dimensions, présentant un bord (le cone de
lumiére), et deux faces : on peut voir ’hyper-surface "par-dessus", ce qui
Poriente, ou "par-dessous", avec I'autre orientation. C’est ce qui explique
la différence d’orientation de ’espace-temps entre les calculs du chapitre 1,
basés sur I'utilisation systématique des nombres complexes dans la géomé-
trie de 'espace-temps et 'onde ¢, et les calculs de n’utilisant que des
grandeurs réelles. Mais si on peut distinguer deux faces, la variété d’espace-
temps reste unique, avec une seule connexion, c’est pourquoi on ne peut
qu’identifier nos deux connexions, avec les 64 égalités :

=T%,. (4.81)

On peut les regrouper en seulement 7 = 28/4 équations indépendantes :

2a,, =T, = Dy, - [Sq) — 2¢A@)] + 2mypd?, (4.82)
2a2 =T9, = D, - [S(2) + 2¢A(1)] — 2mgp6),, (4.83)
2a3 =T3, = D, - S (4.84)
2ay, =T3, = [ (1) — 20 A, (4.85)
2a;, = T3, = =Dy, - [S() + 2¢A(y)], (4.86)
2a), =T, = w o [S(z) +29A] - 2mgp6y), (4.87)
2ap, =10, =D, - [—27' + 2g.A))- (4.88)
On voit ainsi clairement les sept vecteurs a™, n =0,1,...,6 ainsi que I’ab-

sence de a”. On appellera ces vecteurs les potentiels d’inertie. Les sept équa-
tions peuvent étre considérées comme les équations du champ gravitationnel.

Les vecteurs se transformant selon sont dits contravariants. Les
vecteurs covariants, eux, se transforment comme V :

V = 0%d, = Mo* M), (4.89)

avec toujours les mémes o. Ces relations, démontrées en [A744] n’y placent
pas les opérateurs 8’ derriére M mais devant, parce que M y est considéré
comme ﬁxe Neanmoms pour un M variable, c’est - ) qui est démontré
en [A.4.4] parce que la preuve n’utilise que les propriétés algébriques des
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dérivées partielles. Ceci donne :
Vo= a“@,tgg = MU#M\‘%‘E
= Mo [0, (M) — (9, M)¢]. (4.90)
Et on a:

ANV o vra -1 A1
(OLM)M +M(8LM ) = 8L(MM ) = 8;(1) =0,

9,M = —M(9,M )M, (4.91)
Si on définit la dérivée D par
~ 1 e
D¢ := [V — §(VM*1)M}¢, (4.92)
on a nécessairement :
Il (VR N N o
SDG =3 |V = S (VM M|, (4.93)
M =M1, (4.94)
—_ =y 1 e~ 1~
SD'G =3[V - (VI (4.95)

Par conséquent on obtient :
— ~ — 1 —~ B — ~ 1 o~
§(D'¢) = |V = (VMM ¢ = 6 Mo |9,(M6) - 5(9,M)d)
L PR Tt
— § Mo (0, M)+ M(3,,4) — 5(8LM)¢} (4.96)

[
37018+ 501305 = 60T

Vi Aral / Aral o 1o — = 51\ T2
— 6 Mo [M0),6+ 5(aMM)qﬁ} = §(Mo"M3,6) - 56(Mo" Mo, ~)M

(VM) M]é = ¢(Dg).
On peut donc dire que D est invariante de forme. En condensé on appelle

D la dérivée invariante. Utilisant la réversion et la conjugaison de parité
M— Mona:

D¢ = [V — %(ﬁM—l)M]qs, (4.97)
9D = (3V) — 5o M(W V), (4.98)
JD = (3%) - %&\7(1\7—16). (4.99)

L’onde quantique dans un champ de gravitation non nul suit exac-
tement les mémes équations d’onde invariantes que dans un champ
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gravitationnel nul. Seule différence : ’opérateur différentiel V est
remplacé par I’invariant D. Celui-ci utilise les huit vecteurs a™ de (4.67)) :

a" = od"ay,

(4.100)

Do = {v - %(w?-l)z\? é (4.101)

1 ~
= {V - §(a0 —a'oy — oy — aPos + atioy + a’ioy + aioy — a7i)] b.
Ici on doit prendre en considération les 32 fonctions, y compris les quatre
qui ne font pas partie de la connexion utilisée par la relativité générale.
Sous une similitude venant d’un dilatateur fixe N tel que :

x=NxN'; V=NVUN, (4.102)
on doit avoir, avec la covariance de V et des termes de jauge :
D = NDN; VM~ ! = NY(MN~1)~'. (4.103)
Donc avec : P PR
M=MN"Y M=MN"' M=MN, (4.104)
on a :
(VM-Y)M =N(M )M =NEM )NN, (4.105)
D - NVN - %[N(yﬂ_l)ﬂﬁ] — NDN, (4.106)
D=V (VM )i (4.107)

On rappelle aussi qu’avec le M transformant x en x’ = MxM' on a ¢/ =
Mo, et avec le X de ’espace-temps invariant de (1.304)) :

x' = MxM" = M(¢X¢")MT = (M¢p)X (M¢)" = ¢/ X¢'T. (4.108)

Donc I'élément général X est indépendant de ¢, et donc I'ensemble des X
peut encore étre appelé I’espace-temps invariant.

4.2 Equations d’onde invariantes

Dans la dérivée invariante il y a deux termes contenant le méme gé-
nérateur i : b et a’, parce que ce i, qui gouverne l'orientation de ’espace
commute avec tout élément de Cl3 (raison : I’espace a un nombre impair de
dimensions). Donc on n’a aucune raison de distinguer une transformation
de jauge agissant par multiplication a droite, d’une transformation agissant
par multiplication & gauche. Il faut donc identifier ces transformations 1'une
avec lautre et se servir d’un unique vecteur potentiel. On va supposer :

b=-a"; 0=a" +D, (4.109)
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et non pas b = ay, parce que les deux "faces" de I'hyper-surface d’espace
temps ont des orientations opposées 1'une de I'autre. La somme a” +b utilise
I'incorporation des charges dans les potentiels recommandée par T. Socroun
[I08]. On peut aussi dire : quand les constantes sont intégrées dans les po-
tentiels, la gravitation est complétement a égalité avec les forces de jauge.
On obtiendra les équations d’onde dans l’espace-temps tordu de la gravita-
tion (torsion et gravitation sont une méme chose) en remplagant les dérivées
partielles par les termes de jauge et les termes de la connexion. Comme les
équations d’onde étudiées dans les précédents chapitre peuvent étre consi-
dérées comme des approximations des équations complétes dans le cas ou
le champ de gravitation est négligeable, on peut obtenir ces approximations

en supprimant les a”, n = 0,1,...,6 qui sont les termes de la connexion.
On pose :
1 4 ,
X +iY = 5[—ao + (a? +ia*)a;). (4.110)

Pour I'onde leptonique ([2.148) et (2.149|) deviennent :

0=[V+X+iY +i(b+ 3w’ + V)L, (4.111)
0=[V+X—iV —i2b+r9)R", (4.112)
0=[V+X—iV +i(b— 3w —&—mlv)}fg, (4.113)
0=[V+X+iV —i(2pb + m,v)|R®. (4.114)
Donc ceci vient de :
- b .
0= V+X+z‘Y—z>++z‘(§b+3w3+1v)}L1, (4.115)
_ 2 2
0= _§+)?fi?+i97i<§g+r?)}l%l (4.116)
_ 2 "\2 ’ '
. b /1 _
0= V+X—2‘Y+i§+i<7b—3w3+mlv)}L8, (4.117)
B b dp—1- s
0= V+X+ZY71571< —b+md )]R. (4.118)

Pour les quarks on obtient & la place de (3.116)) & (3.119)) et pour n = 2,3,4 :

- b ; ~
0= V+X+iy+i(— =+ swl —3th+1+3hf£3n_1+m1vq)}m,

0= V+X—ZY+Z( +3hRn+1 3K§’n_1+mﬁq)}R”, (4.119)

0= v FX Y+ z( —3hy3 ,, + 3043+ mqu)}f”*",

~

ozﬁ X 4+iV + (——+3hRn+1 3th1+m4vq)}J§3+”.
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C’est équivalent & :

D::V+X+inig, (4.120)
0= :D + z(g +3w3 —30f , + 308, + mlvq)}in, (4.121)
0= D+ Z(E +3h%, ., — 30, + mﬁq)]R”, (4.122)
0= :]5+i(—%—3 3, + 30y, 1+m3vq)}f3+", (4.123)
0= :ﬁ+ z( g, 30y, — 30, + mﬁq)}éf’*”. (4.124)

On peut constater des ressemblances et des différences en comparant avec
les équations d’onde des leptons; les termes venant des potentiels d’inertie
sont les mémes, la gravitation fonctionne de la méme maniére avec n’im-
porte quelle onde matérielle : la gravitation est universelle. Le secteur
des quarks comporte plus de termes de jauge, parce que les leptons sont
insensibles aux interactions fortes. Le secteur des quarks semble plus
simple et plus régulier que le secteur des leptons : Les termes de
jauge du groupe U(1) sont aussi plus simplifiés par les termes différentiels
invariants liés & la gravitation dans le secteur des quarks : seulement deux
coefficients demeurent comme facteurs du potentiel chiral b, 1/6 et —5/6.

4.2.1 Quantification des charges

Le modéle standard a besoin d’utiliser la renormalisation des charges
avant de pouvoir comparer les calculs théoriques et les valeurs expérimen-
tales des charges électriques. Dans le cas des interactions faibles le suc-
cés de cette renormalisation requiert I’annulation d’anomalies. venant de
la chiralité. Cette annulation des anomalies résulte du fait que la somme
des charges de toutes les particules d’une génération est nulle. Comme ces
charges viennent des charges faibles on obtiendra la suppression des anoma-
lies en imposant, comme le fait le modéle standard, que la somme de tous
les coefficients du potentiel de jauge b soit nul :

3 5 1 dp —1 1 1 5 5
0=5-5+3 5 gt g) =1

p=—-2. (4.125)

On peut remarquer que ceci impliquerait, en I’absence des quarks, que la
somme ne serait nulle qu’avec p = 0, c’est-a-dire en ’absence des monopoles
magnétiques. On peut donc dire que I'existence des monopoles magnétiques
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est liée a l'existence des quarks. On a ensuite, dans le secteur des leptons :

0= D+z<2b+3w —i—lv)] (4.126)
5
0= z<2b+rv>} (4.127)
1
0= D+z<2b 3w® +mlv)}L8, (4.128)
~ 9 —8
0= _sz<f§b+mr )]R . (4.129)
La somme des coefficients du potentiel chiral est :
3 5 1 9
2oy _Z . 4.1
2+2+2 3 0 (4.130)

Les égalités et ne sont possibles qu’avec les valeurs obtenues
pour les charges des quarks, donc seulement avec le choix du coefficient
—1/3 dans le projecteur Py, ce qui implique que le choix fait & cet endroit
n’est pas arbitraire mais contraint par les résultats qui en découlent. On
peut aussi remarquer dans a que les coefficients du potentiel
b sont les mémes pour les ondes droites et gauches des équations d’onde
de chaque quark. Ceci aussi résulte seulement du choix du coefficient —1/3
dans 'opérateur Pj.

Partant de l'interaction entre un monopdle magnétique et un électron,
Dirac obtint une formule reliant les charges électrique e et magnétique g a
la constante de Planck :

g _1 4.131)
he 27 (4
On a alors :
e g e

5= =ag; g=

4.132
2 hc (4.132)

20’
ol « est la constante de structure fine. Cette formule, seule égalité justifiant
la quantification des charges, a été obtenue de multiples maniéres [70][91].
La maniére la plus élégante de ’obtenir, du point de vue de la physique
quantique, a été celle de Lochak. Il utilisait le fait que, pour un potentiel
électrique en 1/r, il existe une symétrie supplémentaire qui s’ajoute a I'in-
variance sous les rotations et la transforme en une invariance sous le groupe
SO(4) [1]. La continuité de 'onde du monopole magnétique sous le groupe
SO(4) permettait alors & Lochak d’obtenir la formule [89] [90] [91].

Les multiples maniéres d’obtenir la formule de Dirac, y compris celle
de Lochak, ont toutes en commun une méme supposition, a savoir qu’un
monopdle magnétique puisse agir par un potentiel de type A sur une charge
électrique e, ou qu’une charge électrique puisse agir par un potentiel de
type B sur une charge magnétique g. Or il y a une difficulté dans ces rai-
sonnements, parce que les potentiels ne sont pas de purs outils de calculs,
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ils font partie du champ électromagnétique quantique. Les lois de Maxwell
impliquent qu’une charge électrique crée un potentiel du type électrique,
une charge magnétique un potentiel du type magnétique. De plus ce sont
les potentiels qui sont dans les équations d’onde, et non les champs. Un
monopole magnétique ne voit que le terme de potentiel B correspondant &
ses propriétés d’invariance, et s’il n’a pas de charge électrique, il ne peut
pas réagir au potentiel A créé par les charges électriques. La difficulté se
résout cependant, grace a la rotation que réalise 'angle de Weinberg-Salam
dans le plan complexe (4, Z%) avec cA+iZ0% = e (B +iW).
Il en résulte quun potentiel A° = e/r créé¢ par une charge électrique e
s’accompagne d’un potentiel :

_ Ve _ ¢, _ V3
2

BY = cos(Oy)A° = Tl e. (4.133)

On obtient alors, a la place de la relation de Dirac :

1 e’ig.l eg e e°g

2 ke’ 3 Rhe’ V3 ke a9 ( )
ou « est la constante de structure fine, ce qui donne :
2 2 A
% =a?g® = %ha = %hc; lg| = i ~ 79.117771e; |e] = Vahe.
(4.135)

Cette valeur de la charge du monopéle magnétique est nettement supérieure
a la valeur résultant du calcul de Dirac.

4.3 Lien double avec la densité lagrangienne

Pour pouvoir obtenir les mémes propriétés qu’en espace-temps plat, il
est nécessaire de remplacer partout les dérivées partielles utilisées dans les
premiers chapitres par de nouvelles dérivations prenant en compte la cova-
riance, ou la contravariance ou l'invariance des objets sur lesquels agissent
ces dérivées partielles. L’invariance de forme des équations d’onde nécessite
le remplacement de 'opérateur V par 'opérateur invariant D de (4.120)),
avec :

0, .1, .2, 3 4, 5, 6
Xo=ayg+a;+a3+a3; Yo =aj+ay+as,

1, 0, 5_ 6 4, 3 _ 2
X1 =ag+aj+a3—ay; Y =ay+a; —as,
2, 0, 6_ 4 5, .1 _ 3
Xo =ag + ay + a7 —as; Yo = ay + a3 — ay, (4.136)
3,,0, 4 _ 5 6, .2 1
Xo=ag+as+ay; —aj; Ys=ag+a] —a;.
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Pour 'onde gauche L' = ¢(1—03)/2 et droite R' = ¢(1+03)/2 de I'électron,
I’équation invariante de forme (|1.149)) devient :

4~ 1 3b ~
0=L (DLY)os + Ll(% +3w® + 1v) LY, (4.137)
_ ~ _1 5b ~
0=R (DRY)os + Rl(7 +rv)RY, (4.138)
Ces équations s’écrivent :
0= [ (V+ X +iY)n* + ntT(b + 3w® + v)n'] (o1 —ioa),  (4.139)
0= [i€"(V + X +iY)E" + 1(2b + rv)E' (01 + io). (4.140)
Elles sont donc équivalentes, si X =0 & :
0= —in*"(Vn") + (Y + b + 3w3 + Iv)n*, (4.141)
0 =ig"(VEY) + (=Y + 2b + rv)el. (4.142)

Ces équations se déduisent de maniére évidente des équations d’onde sous
la forme :

0=—iVn' + (Y + b+ 3w + Iv)n', (4.143)
0=iVE + (=Y 4 2b + rv)e'. (4.144)

Par contre, lorsque X # 0, ces équations sous forme usuelle ne se déduisent

pas des équations sous forme invariante (4.141)) et (4.142)) par équations de
Lagrange, parce que, si 'on considére les seconds membres des équations

invariantes comme des densités lagrangiennes, ces densités ne sont plus a
valeur réelle, mais & valeur complexe, ceci venant de ce que DT # D. Avec
dorénavant X =0 et :

' = oY, + by + 3w +1v,,), (4.145)
I’équation d’onde gauche de I’électron s’écrit :
0= (—iV+1')nt. (4.146)
En prenant I’adjoint, on obtient :
0=i(Vph)T +nf1h (4.147)

Lorsque X est nul, on se retrouve dans le cas du formalisme lagrangien
étudié au chapitre 2. Gardant la définition de la densité lagrangienne, on
écrira :

0= L} = —in'T(Vn') + 1D}, (4.148)
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avec une densité lagrangienne qui n’est plus réelle mais complexe. La par-
tie réelle, qui correspond & la densité lagrangienne précédemment étudiée,
vérifie :

2R(LY) = —in'Tot(9m*) +i(0n')otn' + 21, D" (4.149)

Le double lien logique entre les équations d’onde et la densité lagrangienne
réelle subsiste, car les termes X, sont absents de la densité lagrangienne
réelle et I’équation d’onde qu’on obtient en appliquant les équations de
Lagrange & partir de la densité lagrangienne réelle donnent une équation
d’onde compléte et invariante. Le changement par rapport a ’espace-temps
plat vient uniquement de la partie imaginaire iX, le courant gauche D} se
conserve.

Il existe 15 autres équations similaires pour les 15 autres spineurs chiraux
du modé¢le standard. D’une équation & l'autre, les termes X, 4 ¢Y), sont
constants (universalité de la gravitation), et les 5", V, o et D}" doivent
étre remplacés par des &7, @, ot f)%” quand on passe des ondes droites
aux ondes gauches. Moyennant ces changements le double lien logique entre
équations d’onde et densités lagrangiennes se maintient, dés que les X,
sont nuls, les équations de Lagrange permettant alors comme précédemment
de passer des équations d’onde sous forme ordinaire aux équations d’onde
sous forme complétement invariantes, par multiplication & gauche par 7"
ou En Le mécanisme lagrangien reste donc d’origine purement algébrique
et fonctionne dans tout champ gravitationnel tel que X,, = 0.

Pour les sept autres ondes gauches il suffit de remplacer le vecteur 1! par
le vecteur approprié 1" :

1B =Y +b— 3w+ myv, (4.150)
b
"=y -+ 3wy — 3h{ 1 + 3P, +mavy, (4.151)
b
Pt =y — 3 3w, — 3hi, . + 3hi%,_ +mavy, (4.152)

pour n = 2,3,4. On obtient alors :

0 =—in™ (Vn"™) +i(Vn")n™ + 20D}, (4.153)
0= —id, D", (4.154)
0=Vn"+il"y", n=1,2,...,8. (4.155)

Puis, pour les ondes droites on fait de méme, avec le simple remplacement
de L™ par R", de T par R4+n pour n =1,2,3,4, de ™ par £" pour n =
1,...,8, plus un changement de signe pour Y. Et on utilise la conjugaison de
parité P : M — M, automorphisme principal de Cl3. On pose maintenant,
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pour n = 2,3,4 :

r' =Y +2b+rv; r® = -Y —4b 4+ m,v, (4.156)
r":—Y+3b+3hRn+1—3hRn 1+ mavy, (4.157)
4
3t = Yy — 3P+ 3hi, 1 — 3hE, 1 + mavy. (4.158)
Et on obtient :

= —ig"(VEM) +i(Vem)Ten + 2enDYY, (4.159)

0= —i9,D}H", (4.160)

0=V +it"¢", n=1,...,8. (4.161)

On voit une compléte ressemblance entre les équations des ondes gauches et
celles des ondes droites. Elles ne différent que par les termes de jauge, par le
remplacement des o par des o/, et par un changement de signe inattendu
pour Y. La densité lagrangienne relative & L' conserve exactement la forme

utilisée en l-) Les équations de Lagrange montrent donc comment les
équations (|2 et m sont, équivalentes a 1’équation (|2 de L'. A
la trés ancienne questlon : pourquoi il existe un mécanisme lagranglen, est-ce
qu’un tel "principe extrémal", au-dessus des lois physiques, existe ? La ré-
ponse est non, parce que ce qui se passe est trés simple : puisque ¢ = R'+L!
est inversible,|*| et si les X, sont nuls, '’équation d’onde de L' sous la forme
usuelle (2.176]) est équivalente & la forme invariante de ’équation d’onde
de L', ot la partie réelle cliffordienne vérifie I’égalité 0 = £!. La forme
usuelle de I’équation d’onde est équivalente aux quatre équations
numériques réelles et suivantes, qui sont exactement les équations
de Lagrange relatives aux quatre variables réelles de L!. Ceci fonctionne
pour chaque onde spinorielle L™ et R™. C’est pourquoi le mécanisme la-
grangien est la maniére automatique de procéder pour passer de I’équation
lagrangienne a chaque équation d’onde numérique sous la forme usuelle.
Ceci fonctionne sans aucune justification supplémentaire venant d’une inté-
gration par parties et de 'annulation de termes a la frontiére du domaine
d’intégration. C’est simplement la conséquence de la structure de ’algeébre
de Clifford, une propriété purement algébrique qui ne dépend que de la di-
mension et de la signature de I’espace-temps, et donc de sa géométrie. Et
donc tout ceci est conforme & l'idée de base de la relativité générale, qui

4. L’existence d’un inverse n’est pas générale puisque ’onde est & valeur dans un an-
neau, comportant des diviseurs de zéro, pas dans un corps, mais la propriété d’inversibilité
est satisfaite en tout point pour toutes les solutions qui ont été calculées et utilisées a
partir de I’équation de Dirac améliorée. Cette condition d’inversibilité est robuste, parce
que le déterminant de ¢(x) est un module de nombre complexe, dont le carré est une
somme de deux carrés, qui ne s’annule que si chacun des deux termes est nul (les inva-
riants Q1 et Q2). En outre, le déterminant étant une fonction continue, si le déterminant
ne s’annule pas en un point, il est nécessairement non nul au voisinage de ce point.
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est la liaison entre gravitation et géométrie de I'espace-temps. La variété
d’espace-temps hérite (mais seulement dans le cas particulier X = 0) du
mécanisme lagrangien obtenu pour ’électron dans le cadre de la relativité
restreinte, parce que tous les espaces-temps tangents a la variété d’espace-
temps, en n’importe quel point-événement, ont méme dimension et méme
signature que l'espace-temps de la relativité restreinte.

4.4 Impulsion-énergie et moment cinétique

Les propriétés de conservation de I'impulsion-énergie et du moment ci-
nétique résultent de l'invariance de la densité lagrangienne sous le groupe
des translations et sous le groupe multiplicatif C13 généralisant SU(2). Les
équations d’onde étant invariantes de forme sous les deux sortes de trans-
formations, on a seulement quelques petits changements par rapport aux
précédents chapitres. Dans le cas de 'onde leptonique les tenseurs T et V'

sont ceux de (2.225)) et (2.226)). On a donc :

m, .1 m 8 pm .8
T = T LA N+ o —THh + - lTL‘; + k—mrTRﬁ, (4.162)
Vi = Dple o Dol —TLS*; P s (4.163)

kl kr km km,

Le tenseur d’impulsion-énergie T est donc toujours la somme de quatre
termes, un pour chaque spineur de Ponde leptonique (et somme de douze
termes dans le cas des quarks). Il suffit donc de calculer I'un des termes
et de transposer pour les autres. On calcule le terme gauche de I’électron,
I'invariance de la densité lagrangienne sous les translations implique :

Ly = R[—in'Te" (0" +illn")], (4.164)

Tph = Rl—in'To" (Oan' +ilin")] + 64 L],
= R[—intTar(zn' +ilin)]. (4.165)

On a donc :

—in't (V') = —in'T(—il'n") = =" 1o¥n' = -1, D}, (4.166)
2774 = —in*To" o\ +i(0n*otn' + 21; 1L“. (4.167)

Ensuite on se sert de 1’équation d’onde de n', qui donne :
vyt = —il'n'; 9,D}" = —X,, D}, (4.168)

20, Tp4 = =i(Vn')'oan" —in'Tox(Vn')

+i0x (V") + (0 V' + (9,13) D (4.169)

On obtient donc :
0.Tih = (9,13 — daL,)DY, (4.170)
0,T1" = [(9u1) — OxL},)D}M]o™. (4.171)
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De méme, on obtient pour les autres parties de I’onde leptonique :

OuTg" = [(ur — Oarp )DL (4.172)
0, T = [(9u15 — On15)D}*]o (4.173)
0T = [(9ur} — Oarfy )Dg“} (4.174)

En sommant sur les quatre parties de I’onde leptonique, on obtient :

Our) — Oary)Dlo™  (4.175)

0,7 = (9,0, - DY + 1|
m

+ anl[(@uli — O\I3)DY o +

m

= [(8,Yy — )Y, Dl“——Dl“ —DS” P pysu
(95 — 0 )(kl [t A w— kmr R)

+ [0u(bx + 3w3) — Ox(by, + 3w )]lel“

+[0,(2by) — aA(2bu)]HD}{‘ (4.176)

+ [au(bA - 3W§\) - (%\(b# — 3w )]TWDS#

[(8 1",\ 8/\1" )Dsu}

(9 (~4b3) = Oa(~4b,)] =D
m
k

Il apparait un seul terme de plus par rapport & ce qu'on a obtenu dans le
chapitre 2, le premier terme, avec un champ de courbure :

+
+ —(0uva — Oav,) (D + D + D + D)o

Chp = 0,V — OpY,.. (4.177)

Ce champ n’est pas lié au courant de probabilité, mais & un courant similaire,
distinguant le role des ondes droites et gauches :

m m m
K;:= —-D} — —DL+ —D§} — 4.178
R e v A v (4.178)
On obtient donc, a la place de (2.253)) :
0,1 = [aFp (3" + ];n P p¥y + 0K (4.179)
. 1 1 8 8 m
+Zq #)\(le #7]67]:) M*QTD e ?TDR“)+EG/‘>‘J7) o)

Lorsque ’électron est seul, lorsque les interactions faibles ne sont pas en jeu,
ni les champs C et G, il reste :

O T" = qF 5, ( lelﬂ + o Zplmye (4.180)

Ceci donne la force de Lorentz (|1.328)) agissant sur le courant électrique
je = e(HDy + 2D}) de lélectron. On obtient bien l'électromagnétisme
classique & la limite des champs gravitationnels faibles.
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4.4.1 Densité de probabilité

La composante T¢) du tenseur d’impulsion-énergie vérifie :

M m m m
K19 = R[ — i Dot + T Dogt + Tt Don® + -5 Dog®)
r my my
(4.181)

Pour une solution de I’équation d’onde d’énergie E de I'onde compléte, telle
que :

E E
—iDo€" = %gl(x); —iDy€® = %fg(x)v (4.182)
E E
—iDgnt = %nl(x); —iDgn® = ﬁ778(x). (4.183)
On a alors, comme au chapitre 2 :
E/m m m m
70— Z (Mo Merier | T 8y 8 81 8
0 hc(kln TS T T T f)
E /m m m m o F
—Z(Bpr Mp s DS) — =50 4.184
hc(kl L gy R+kml L+kmr R he™ ( )

notant toujours les courants pondérés J avec les poids relatifs 7}, 7=, #ﬂl et

7m—- Laraison de I'existence d’une probabilité en mécanique quantique reste
r

donc I’équivalence entre masse d’inertie et masse gravitante, qui implique :

E:///dng; ///‘;dvzl. (4.185)

On notera que, si 'on ne peut plus négliger les termes X, qui font sortir
les équations d’onde du cas lagrangien, ni 'impulsion-énergie, ni les cou-
rants ne sont plus conservés. Les termes en X, peuvent étre en jeu dans
les champs gravitationnels forts au voisinage des trous noirs. Méme dans le
cas de champs faibles, le fait que le champ C' agisse sur une différence entre
courants gauches et courants droits peut avoir eu une importance dans la
préférence des interactions faibles pour les courants gauches.

4.4.2 Quantification du moment cinétique

L’approche est exactement celle de la section[2.5] L’invariance du tenseur
d’impulsion-énergie V' sous le groupe C'3, avec en outre la normalisation du
courant de probabilité, induit la quantification du moment cinétique avec
la valeur h/2, conformément & ce que nous savons depuis 1926.

On a vu au chapitre 3 comment on peut étendre la quantification du
moment cinétique aux quarks. Pour intégrer la gravitation, dans le cas ou
les X,, peuvent étre négligés, il suffit de remplacer dans (4.185) les d,, par
les D,,. La quantification du moment cinétique ne change pas par rapport
au chapitre 3.
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4.4.3 Le principe d’équivalence

Sur le principe extrémal, qui a jusqu’ici guidé I’ensemble de la mécanique
et de l'optique, on a expliqué en comment ce principe n’est pas au-
dessus des lois physiques, comment il émerge de la structure cliffordienne
de l'algébre Cl3. On va voir maintenant comment le principe d’équivalence,
lui aussi, est une conséquence des propriétés de 'onde de spin 1/2.

Dans la discussion précédente du principe de Pauli on a vu que le terme
de masse de ’équation d’onde est variable, dépendant du nombre de par-
ticules en jeu. Et I’énergie des photons émis ou absorbés est la différence
entre les niveaux d’énergie du systéme de particules considéré (atome, mo-
lécule, ...) avant ou aprés 1’émission et l'absorption. Notant m; la masse
du systéme considéré et m, la masse du systéme aprés transformation, on
considére nécessairement la densité lagrangienne comme une différence. On
a deux autres raisons pour cette différence : le potentiel b vaut —a’, ce qui
justifie , et le terme différentiel s’exprime lui aussi aisément comme
une différence. On rappelle que la densité lagrangienne, dans le cas lepto-
nique, est la somme de quatre termes, et que dans le cas des quarks c’est la
somme de douze termes. Pour I'onde gauche de 1’électron, avec (4.120) et
et en supposant ’annulation des X,,, on a :

3 s a1
0=_L) =—in'to {@nl + i(ib“ +3wh + ?’ + 5Vt lvu)}nl
=—L{+L; (4.186)
Ll = %anan — 't (gb + 3w? — mav)nl, (4.187)
) 1 1
E; = 5(8H171T)U”771 + ptf (ga; + iYuo“ + mbv) 7, (4.188)
1=my —my; E% :L"}J. (4.189)

On notera que l'on n’a pas groupé ensemble les deux termes contenant
b = —a”, qui ne sont pas d’un seul coté. Le fait que ces termes potentiels
appartiennent aux deux parties des densités d’impulsion-énergie vient de
la propriété suivante : la multiplication par ¢ agit de la méme maniére par
multiplication & droite ou par multiplication & gauche. Donc ce potentiel
est naturellement présent a la fois dans la partie £} qui permet d’obtenir
les forces agissant sur 1’électron, et dans la partie E}J part qui contient les
symboles de Christoffel. A ces deux parties de la densité lagrangienne sont
attachés deux tenseurs d’impulsion-énergie. égaux de par leur définition :

' 3
Ty = %77”0“@771) —ntfor (§bA +3w3 — mav,\>n1, (4.190)
i 1. 1
Ty = SOt + Mok (Sak + 5Ya + mova )t (4.191)

1 1 1 1
0=-Ty\ + T Tois = Trgy (4.192)
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Comme tout ceci peut étre généralisé a chaque partie de la densité lagran-
gienne on obtient de maniére trés générale une égalité entre le tenseur iner-
tiel T; et le tenseur gravitationnel T} : c’est le principe d’équivalence.

4.4.4 Effet Mossbauer

Un photon peut étre absorbé ou émis par le noyau d’'un atome, sans
recul, exactement comme s’il avait été émis ou absorbé par le cristal entier
contenant cet atome et son noyau, malgré le fait que la fréquence du photon
émis correspond & la différence entre les niveaux d’énergie d’un seul noyau.
La compréhension de cet effet nous améne a admettre que non seulement le
tenseur d’impulsion-énergie est une différence, mais aussi la masse propre a
I'ceuvre dans la définition de 'onde quantique :

Mg = Mmr; My = MsT, (4.193)

ol mr est la masse totale (éventuellement celle de tout I'univers si c’est
nécessaire) et mgr est la masse du sous-total formé par la masse totale moins
celle du systéme qui émet ou absorbe. Il est bien connu qu’un référentiel
utilisable en mécanique quantique ne doit pas étre trop massif, si on veut
pouvoir mettre de coté la gravitation, ni trop léger, car il est alors impossible
de négliger les phénomeénes de recul dit & I'impulsion du photon émis ou
absorbé. [7]. 11 est toujours possible de prendre comme masse totale celle du
référentiel dans lequel sont faites les mesures. Comme seule une différence
est requise, il n’y a pas de probléme avec 'immensité des masses, méme si
I’on doit inclure des étoiles ou des galaxies. Si on étudie une particule isolée,
le terme de masse de ’équation d’onde est la masse propre de cette particule
seule. Si un électron appartient & un systéme de deux électrons, la masse
utilisée dans la double égalité £ = mc? = hv est la masse du systéme. C’est
la méme chose pour les protons ou neutrons d’un noyau, ou méme pour un
cristal. Et cela explique pourquoi les propriétés d’un noyau peuvent étre
différentes suivant que le noyau est entouré d’un nuage d’électrons ou non,
en particulier pour la probabilité de désintégration radioactive [73].

On voit donc qu’il est possible d’analyser toutes les particules et sys-
témes de la mécanique quantique relativiste avec des ondes physiques se
propageant dans l’espace-temps, dont les propriétés sont déterminées par
ces mémes ondes physiques. Bien entendu il reste & passer de la théorie a la
pratique.

4.5 La variété globale d’espace-temps

4.5.1 Structure locale et globale de I’espace-temps

En posant x = x*0,, la mécanique quantique inclut en fait ’ensemble
des x, c’est-a-dire la variété d’espace-temps, dans Cls. De plus, la longueur
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d’espace-temps devient telle que det(x) = xX = x - x. Cette égalité implique
que la multiplication est 'unique opération a considérer. On doit donc aussi
considérer le point de vue physique sur la mesure des longueurs et utiliser
[43] :
X
X = x € Cl3. (4.194)
a

La premiére différence par rapport a la géométrie usuelle est que 1'origine
des mesures de temps et d’espace est & x = 1, et non pas a 0. Deuxiéme diffé-
rence, Cl3 est 'algébre de Lie du groupe multiplicatif C13. Cela signifie que
le voisinage de tout point-événement O est isomorphe & Cls. Cet ensemble,
qui est non seulement un anneau mais aussi un espace vectoriel, contient
deux sous-ensembles : C13, qui est 'ensemble des x tels que det(x) # 0, et le
cone de lumiere, qui est 'ensemble des x tel que det(x) = 0. Troisiéme chose
a bien voir, ces conditions # 0 et = 0 s’excluent 'une 'autre, ce qui signifie
que le cone de lumiére est inclus dans chaque algébre de Lie tangente en
n’importe quel point-événement O a la variété d’espace-temps, mais n’ap-
partient pas au groupe de Lie Cl3 lui-méme. Quatriémement, le seul lien
pouvant raccorder n’importe quel espace-temps tangent, en n’importe quel
point de I'espace et & n’importe quel moment du passé, du présent ou du
futur, a Pespace-temps global, est la fonction exponentielle (c’est pour cela
qu’il y a des ondes!), qui se calcule ainsi :

X =a+bu; u=zlo; +2%0y +2%03; (1) + (22) + (23)? =1,

X" = % (a5 (1) + (a—0)"(1 —w)] (4.195)
exp(x) = Y ’% - % [ea+b(1 Fu) el - u)}
n=0
= e*[cosh(b) + sinh(b)u]. (4.196)

De plus, on a :
det[exp(x)] = exp[tr(x)] = €**. (4.197)

Donc, avec exp(x) = A+ Bu= A+ B(z'oy + 2?02 + 2°03), on obtient :
e?® = detfexp(x)] = (A + Bu)(A — Bu) = A*> — B?, (4.198)

ce qui implique que le cone de lumiére "global" d’é¢quation (A% = B?) est
le bord (la limite quand a tend vers —oo) de la variété d’espace-temps et
que la variété d’espace-temps ne comporte aucun point au-dela de ce bord,
puisque e2* > 0. Ce signe permet de voir le caractére purement théorique
et local de la solution de Schwarzschild en relativité générale. Le signe nous
montre aussi la topologie fort différente de la variété globale d’espace-temps
et de ses espaces-temps tangents, qui, eux, contiennent le cone de lumiére
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local. En outre, on obtient :

e* = /A2 — B2; cosh(b) + sinh(b)u = \/%
o = In(V/A? — B?) = %[ln(A + B)+1In(A— B, (4.199)

el B _ 1
b = 51nh {ﬁ} = i[ln(A + B) — IH(A — B)},
a+b=In(A+ B); A+ B =¢*"0 (4.200)

Mais la confusion entre espace-temps global et espace-temps local est facile &
faire, parce que I’écart entre les éléments neutres 1 et 0 respectifs du groupe
de Lie et de l'algébre de Lie est extraordinairement petit par rapport au
"rayon" actuel de I'univers. Cette distinction mérite néanmoins d’étre faite,
comme on va le voir maintenant.

4.5.2 Le paradoxe EPR

Deux photons sont émis au point-événement O. On suppose (c’est une
hypothése non nécessaire, qui n’a comme intérét que de simplifier grande-
ment les calculs), qu’ils sont émis dans deux directions perpendiculaires oy
et 09, de 'espace-temps tangent en O. Ils sont absorbés au méme moment
y > 0 (1a aussi, pour simplifier les calculs). Le photon émis dans la direction
o1 est absorbé au point-événement :

X1 = a; +buy = (a+y) + (ba' +y)oy + b(z?oy + 2303), (4.201)

et on a :

a1 =a+y; w =aioy +rioy + 2ios; (21)? + (1) 4 (23)* =1,

(' +y/b)? + (2%)* + (2*)* = 1 + 22y /b + (y/b)?, (4.202)
(x' +y/b)oy + 2209 + 2303
VI+2ely/b+ (y/0)?

Le photon émis dans la direction o9 est absorbé au point-événement :

by = by/1+ 221y /b+ (y/b)2; vy =

Xo = ag + bouly = (a + ) + br'oy + (bx? + y)oo + balos. (4.203)

Et on a aussi :

az = a+y; up = xho1 + 2302 + 2303; (23)” + (23)% + (23)? =1,

()2 + (27 +y/b)* + (2°)? = 1+ 227y/b + (y/b)?, (4.204)
rloy + (2% + y/b)oy + 2303
VI+2e%y/b+ (y/0)2

by = b\/1+ 222y/b+ (y/b)%; uy =
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Sur la variété d’espace-temps, le point-événement O est & X = O/l, =
A+ Bu = exp(x), tandis que le photon émis dans la direction oy est absorbé
au point-événement Xy, = M/l, = exp(x1). Le photon émis dans la direction
o9 est absorbé au point-événement Xy = P/l, = exp(x2). La position de ce
méme point-événement P, vu de 1, est :

x3 = [exp(x)]/? exp(x2) fexp(x)] /. (4.205)

La position du point-événement P, vu maintenant de M, est :

% = [exp(x)]"*[exp(x)] 7/ exp(xz) [exp(x)] /2 [exp(x1)]' /2. (4.206)

La position du point-événement M, vu de 1, est :

0 12 exp(x ) [exp(x)] " 1/2. (4.207)

X1 = [exp(x)]

La position du point-événement M, vu de P, est :

2

xi = [exp(x2)]!/[exp(x)]

exp(x1)[exp(x)] "2 exp|(x2)]*/2.  (4.208)

Et on a, comme le déterminant d’un produit est le produit des déterminants :
det(xé) = @a+ye—ae2(a+y)e—aea+y _ 62((1-|-y.1,.y)7

det(x?) = e@tVeae2(atV) gmagaty — 2atyty), (4.209)

Par conséquent a chaque point-événement, quand le photon est absorbé au
temps local a + y, chaque observateur voit 1’absorption de son photon
comme précédant, de la méme durée y, larrivée du photon chez l'autre
observateur ! L’absorption de ’autre photon est dans le futur de chaque ob-
servateur, et non pas juste a 'instant de 'arrivée du photon. Cet étrange
résultat parait trés semblable au fait que chaque observateur voit la lon-
gueur d’un objet en mouvement plus courte, et un observateur sur l'objet
en mouvement pense de méme pour les longueurs du premier observateur. Le
paradoxe vient de ce que la mesure faite sur I'une quelconque des particules
écrase 'onde entiére du systéme de photons intriqués et le fait instanta-
nément, avant qu’une information sur le résultat de la mesure de I'un ne
puisse étre communiqué & 'autre [4]. Le précédent calcul montre une des
clefs de compréhension de cet étrange et bien réel paradoxe : le caractére
simultané des mesures n’est qu’une erreur venant de la non prise en compte
de la structure globale de ’espace-temps. Les différentes parties de 'onde
de l'autre photon arrivent & l'autre observateur dans le futur de chaque
observateur du "premier" photon.

Le "collapse" de 'onde, et son aspect paradoxal, résultent d’abord de
la supposition que cette situation peut étre décrite par un produit tensoriel
d’espaces de Hilbert dont les éléments ne sont pas définis correctement dans
le sens mathématique usuel du mot "définition". Attention, il ne s’agit pas
du tout d’un déni du phénomeéne d’intrication, trés solide du point de vue
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expérimental, et qui nous dit que 'onde quantique n’est pas seulement un
phénomeéne local : la normalisation de I'onde, toujours possible & partir du
moment ou la mécanique lagrangienne fonctionne, est complétement non
locale. Mais une bonne partie du caractére paradoxal de la situation vient
de l'interprétation des faits dans le cadre d’une théorie hermitienne a temps
unique, forcément non-relativiste, et néanmoins utilisée pour décrire des
photons qui sont, eux, complétement relativistes. La physique de la lumiére
doit nécessairement prendre en compte le fait que chaque "observateur fixe"
voyage dans le temps sur la variété d’espace-temps, méme lorsqu’il ne voyage
pas par rapport & I’espace, considéré dans sa totalité.

La compréhension de la vraie géométrie de ’espace-temps exige 'usage
de la variété d’espace-temps elle-méme, et non pas seulement l'usage de
I’espace-temps plat qu’est ’espace-temps tangent en un point-événement
particulier O.

Einstein, Podolsky et Rosen disaient [69] : "Il en découle que, ou bien
(1) la description en mécanique quantique de la réalité, par la fonction
d’onde, n’est pas compléte, ou bien (2) quand les opérateurs correspondant
a deux quantités physiques qui ne commutent pas, les deux quantités ne
peuvent pas avoir simultanément réalité. Car si les deux avaient une réalité
simultanée — et donc des valeurs définies — ces valeurs entreraient dans la
description compléte, en accord avec la condition de complétude."

Les expériences sur la polarisation de deux photons émis simultanément
(trés belles au demeurant), ne peuvent prouver ni (1) ni (2) parce que l'ab-
sorption de ces photons ne peut pas étre simultanée aux points-événements
ol chaque absorption se réalise. L’onde quantique étudiée ici, a valeur dans
End(Cl3), et non juste dans C, suffit & prouver que (1) était vraie en 1935;
la description de 'onde quantique n’était pas compléte, indépendamment ce
ce qu’on peut penser au sujet de (2). Plus généralement, aucune contradic-
tion ne peut exister entre la relativité générale et la mécanique quantique.
Toute contradiction apparente résulte de mauvaises approxima-
tions faites sur les vraies lois, qui sont relativistes.

4.5.3 La fléeche du temps et ’expansion de 'univers

Tout point-événement de la variété d’espace-temps est a la position :
X =lgexpla+bu) =1, (A+ Bu); A=e"cosh(b); B = e”sinh(b). (4.210)

Donc la position dans le temps I,e® cosh(b) est le produit de deux nombres
réels positifs : le temps est donc une quantité orientée, la fléche du temps
a une origine géométrique. La variable temps va de 0 & +o0.

Maintenant on considére un photon absorbé a la position X, venant
d’une galaxie lointaine, par exemple dans la direction o;. Il a été émis a la
position :

loexpla —y + (ba' — y)oy + b(x209 + 2303)] = g exp(ay + byuy), (4.211)
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avecP]
a1 =a—y; u =xi0oy +xioy +xios; (21)? + (1) 4 (23)* =1,
(z' —y/b)* + (2®)® + (2°)* = 1 — 22"y /b + (y/b)?, (4.212)

(xt —y/b)oy + 2209 + 2303
b1 =by/1—2x1y/b+ (y/b)%; u; = .
POV R G = T

Le photon a été émis a :
Xe = lq €*t[cosh(by) + sinh(by )uy]. (4.213)

En ce point-événement le temps local était ¢, = [,e% cosh(by) = [,e® 01 /2.
Le méme photon est absorbé au point-événement X, donc au temps local
to = lae® cosh(b) ~ 1,e41? /2. Le seul objet mathématique constant en tout
élément d'un groupe de Lie est ’algébre de Lie du groupe, chaque espace-
temps local, en chaque élément de la variété, est isomorphe & la partie
auto-adjointe de 1'algébre de Lie du groupe. On va donc supposer que :

dt,  dt,
d(ay 4 b)) = d(a +b); P (4.214)
Etona: "
I/(l e
— = . 4.215
v, dt, ( )
En premiére approximation, b; = b, on obtient :
1 vg  dte  dllge® cosh(by)]
1+z v dt,  d[lue®cosh(b)]
_ladae®¥cosh(b) 1 1 (4.216)

1o da e cosh(b) v 14y

Ceci signifie que le décalage vers le rouge, di & I'expansion de l'univers,
précédemment interprété comme un effet Doppler, est un effet direct de la
géométrie de l'espace-temps. Et le paramétre z, défini comme (v, — v4)/Va,
est en premiére approximation égal a y. Mais I'interprétation par un éloi-
gnement & grande vitesse n’est qu'une analogie. Quand y est petit le dé-
placement vers le rouge semble proportionnel & y. Le paramétre de Hubble
(73.3+£1.4km/s/Mpc) donne pour la distance 1 Mpc la valeur z = 0, 0002443,
donc donne pour 'hypersphére de rayon R rendant compte de cet effet Dop-
pler d’éloignement par variation du rayon de ’hypersphére : R = [, e+t /2 ~
6.3 x 10%°m.

En utilisant la condition purement géométrique , indépendante
du contenu matériel de I'espace-temps, qui résulte du fait que 'algébre de
Lie est le seul objet fixe, indépendant de la position spatio-temporelle sur

5. Puisqu’on regarde vers le passé, a1 < a.
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la variété, on peut calculer de maniére plus précise le rapport dt./dt, dans
le cas ou y est petit. On a :

dle® cosh(by)]  d[e®"Ycosh(by)] e Ycosh(by) 1
dllue®cosh(b)] d[e*cosh(b)] ~  cosh(b)  f(y) (4217)
fy) := ey;osshh((bbl)) zf(0)+yf'(0)+y2fT(O)+... (4.218)
On utilise :

xl
bi = bg(y) = Vb2 = 2etby +y%; g(y) = \/1 —25y+ (2,

b
at 1), el ()] g
9W) ~ 1= Fy+ =5y gVt (4.219)
Et on obtient :
e’ )
Fly) me? o0 = et (4.220)
1—(@)? , a'[1—(a})’]
— b~ 1y, _ 2 _ 3
aly) =y+b—br=(1+z)y 5% e vt
1— 1 3 1 1— 1
Fl) ) = (1o - oy B0 e e,
(4.221)

Sachant la valeur du paramétre de Hubble et celle de [, on obtient a + b ~
142. On sait seulement que a > b > 0. Le rapport a/b est inconnu. Si
notre position sur la variété est quelconque, par exemple si (a +b)/a =~ a/b,
on pourrait avoir ¢ ~ 88 et b ~ 54. Cela donnerait un ratio B/A trés
proche de 1. On va maintenant regarder ’accélération ou la décélération de
I’expansion.

4.5.4 Début de ’accélération

On définit h par h(y) := f(y)/y le décalage vers le rouge semble accéléré
si et seulement si h est décroissante (parce que y augmente en sens inverse
du temps), c’est-a-dire si h'(y) < 0. On obtient :

vh (y) = yf'(y) — fly) = [yd' (y) — 1]e"V) (4.222)

1—(1’1)2 2 3$1[1—($1)2] 3 a(y)
, YT 252 Yo+ .. et

Par exemple si b =40 et ! = 0.6 on a :

=[-1+ 1 +2al)y—

y2h (y) = [-1 + 1.6y — 0.016y> — 0.00036y> + . . .]e™) (4.223)
Donc, dans ce cas, h'(y) < 0 si et seulement si :

Yy < o, Yo ~ 0.63. (4.224)
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De plus, le signe du coefficient de y* indique un changement de signe pour
y grand, mais la méthode de calcul par développement limité utilisée ici ne
se préte pas du tout au calcul précis de ce nouveau changement de signe.
Donc l'accélération de I'expansion semble commencer vers yg, avec de
possibles différences suivant les directions d’observation dues & notre po-
sition par rapport a l'espace-temps dans son ensemble. Et 'accélération
semble étre en décélération pour les trés grands décalages. Donc il n’y a au-
cune nécessité pour la matiére noire,ﬁ ni de gravité répulsive pour expliquer
toutes les observations sur le décalage vers le rouge des galaxies lointaines.
Ce que nous obtenons ici est complétement différent de la cosmologie dé-
veloppée depuis un siécle a partir de la gravitation relativiste, et bien plus
satisfaisant, puisqu’on n’a aucunement besoin de supposer ’homogénéité de
I'univers a trés grande échelle, contredite par toutes les avancées de 1'as-
tronomie, ni de supposer ’existence d’une quantité considérable de matiére
inconnue, ni d’utiliser une constante cosmologique ad-hoc, ni d’ajuster les
paramétres pour tenir compte de 'accélération récente de ’expansion. En
plus, on a ici deux choses qu’Einstein avait activement recherchées : un
espace-temps qui, en tant que tout, n’est pas variable (& un temps cosmolo-
gique ¢ donné, I’espace n’est pas une hypersphére S? de rayon croissant, mais
un R3 illimité dans toutes les directions de 1’espace, naturellement "plat" a
grande échelle, indépendant du temps). Seuls les éléments de ce tout sont
variables ; la géométrie ne dépend pas, globalement, de son contenu matériel.
Dernier avantage, et qui n’est pas des moindres : quelque soit la petitesse de
la probabilité d’existence d’une espéce intelligente sur une planéte viable des
milliards d’années, dans un espace-temps illimité comprenant une infinité
d’étoiles, I'existence d’une telle planéte quelque part devient probable.

6. Le mouvement des étoiles dans les galaxies et le mouvement des galaxies dans les
amas est une autre question. Bien entendu la non-nécessité de la matiére noire ne prouve
pas son inexistence. Le simple nom de "trou noir" indique bien que certains objets peuvent
ne pas étre directement visibles.



Chapitre 5

Pourquoi ?

Il y a des milliers d’années, la physique a commencé avec les questions
de nos ancétres : pourquoi le retour régulier du Soleil, pourquoi les phases
de la Lune ? Pourquoi le vent, la pluie, ’arc-en-ciel aprés 'orage 7 Lorsque
la physique a commencé & avancer toujours plus vite, comprenant le mou-
vement des planétes, liant ensemble tous ces "pourquoi" en une théorie de
la gravitation, de ’électricité, de la lumiére, surgirent de nombreux autres
pourquoi.

Prenons ’exemple de la lumiére. Les physiciens commencérent par en
comprendre quelques une de ses propriétés, comme le fait qu’elle part du
Soleil avant d’arriver a la rétine de nos yeux, et non l'inverse, comme on
I’a longtemps cru. Allant un peu plus loin, ils comprirent des lois gouver-
nant ces propriétés, par exemple la loi de la réfraction quand la lumiére
passe d’un milieu & un autre ayant un indice de réfraction différent. Ces
lois sont écrites avec des outils mathématiques, comme les sinus des angles
d’incidence et de réfraction. Puis ces lois vinrent & découler elles-mémes de
principes qui sont, en un certain sens, des lois gouvernant d’autres lois.
Pour la lumiére, Pierre Fermat comprit que la loi de la réfraction venait
d’un principe physique simple : la lumiére choisit automatiquement le che-
min de durée minimale. On a, dans les précédents chapitres, non seulement
étudié des propriétés des ondes (pour I’électron, ce sont des fonctions de
lespace-temps a valeur dans ClI}), on a aussi étudié les lois : les équa-
tions aux dérivées partielles pour 'onde, et aussi I'orthonormalisation de
l'onde et existence d’une densité de probabilité. On a aussi obtenu les
lois du mouvement d’un fluide chargé. On a méme ensuite expliqué com-
ment ces lois découlent de principes : les équations d’onde se déduisent,
par un mécanisme lagrangien, du principe extrémal résultant de ’existence
d’une densité lagrangienne. L’orthonormalisation de ’onde vient du principe
d’équivalence entre masse d’inertie et masse gravitante. Ce qui est vraiment
nouveau, c’est qu’on a achevé la boucle des déductions en déduisant ces
principes des propriétés des ondes de matiére elles-mémes : on a compléte-
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ment disséqué le principe extrémal en montrant comment celui-ci, pour les
ondes quantiques, est une conséquence des propriétés de 'onde quantique
comme fonction a valeur dans une algébre de Clifford particuliére. Ces pro-
priétés sont liées a la structure méme de I’espace-temps, au fait que le temps
est uni-dimensionnel, que I'espace est a trois dimensions. On a aussi expli-
qué comment le principe d’équivalence résulte des propriétés de toutes les
densités d’impulsion-énergie.

Ce que nous avons continué ici est propre a la construction méme de la
science : chercher des lois & partir des propriétés méme des objets physiques,
et non pas au-dela de ces objets. Le cercle logique de causalité que ’on vient
de décrire est alors juste la réalisation réussie du processus scientifique, pour
ce champ de la science qui étudie la matiére et qu’on appelle physique. Et le
bouclage termine le processus, méme si une boucle peut étre élargie, doublée
ou intégrée a d’autres boucles semblables.

La double égalité E = mc? = hv est un composant essentiel de ces
parties de notre boucle de causalité qui a été progressivement améliorée.
L’égalité E = mc? vient de I’électrodynamique de la matiére en mouvement,
obtenue par Albert Einstein en 1905. Aussitot aprés avoir envoyé son article
pour publication, il s’est apergu de ceci : si toute la masse-énergie a une
origine électromagnétique, alors E = mc?. Cette égalité est extrémement
bien établie expérimentalement, et donc le si-alors de ’affirmation d’Einstein
a été quelque peu oublié. Les physiciens ne se sont plus posé la question :
mais pourquoi faut-il que toute la matiére ait une origine électromagnétique.
On a poussé ici la question un peu plus loin : tous les objets fondamentaux
de la physique sont des fermions obéissant aux mémes lois. Donc dire que
toute la matiére a la méme origine équivaut a ceci : toute masse-énergie,
en physique, vient des fermions. Donc si un boson semble avoir une masse
propre, c’est qu’il est composé de fermions qui possédent cette masse.

Apres sa découverte des lois de ’électrodynamique des corps en mouve-
ment, Einstein a reconsidéré la gravitation, dans le but d’en faire une théorie
du champ, sans action instantanée & distance. Il est parti de I'identité entre
masse d’inertie et masse grave. Cette identité implique que le champ de gra-
vitation est un champ d’accélération, pas un champ de force, contrairement
au champ électromagnétique, qui agit par la force de Lorentz. Il comprit
donc que la gravitation était un phénomeéne complétement géométrique, lié
a la structure méme de ’espace-temps, sa courbure. Mais alors pourquoi la
gravitation marche-t-elle ainsi? Pourquoi cette identité entre masse gravi-
tante et masse d’inertie? On va un peu plus loin ici en montrant que les
densités lagrangiennes des fermions peuvent étre interprétées comme des
différences nulles entre termes gravitationnels et termes d’inertie. On peut
encore avancer & la question suivante et se demander : pourquoi est-ce ainsi ?
Les différents termes de I’équation d’onde sont les seuls possibles, capables
d’exister de maniére compatible avec l'invariance de forme des équations
d’onde. De plus ces équations d’onde sont invariantes de forme en consé-
quence de la structure des ondes elles-mémes. Cette boucle causale passe par
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le mécanisme lagrangien, que nous avons disséqué, et dans lequel ne se niche
aucun principe méta-physique. Tout vient de la structure algébrique auto-
matiquement associée a la structure géométrique de I'espace-temps. Cette
structure est elle-méme liée & ’'onde quantique, qui a valeur dans la variété
Cl3 incluant 'espace-temps.

La seconde des deux égalités, ' = hv, a d’abord été obtenue par Max
Planck dans son étude des lois d’émission de la lumiére par un corps chauffé
a haute température. L’égalité contient une constante qui est & juste titre
nommeée du nom de son inventeur. L’égalité a été étendue deux fois, d’abord
par Albert Einstein qui a introduit, dés 1905, le dualisme onde-particule
pour la lumiére, puis par Louis de Broglie qui, il y a un siécle, a étendu
ce dualisme & toute la matiére. Au cours de ce siécle, de multiples décou-
vertes du monde physique des quanta ont pris place. Elles sont maintenant
intégrées dans le modéle standard de la physique quantique.

5.1 Einstein avait raison

Malgré ses découvertes, a la fois du dualisme onde-particule et de la
gravitation comme géométrie de I'espace-temps, Einstein a terminé sa vie
dans l’isolement par rapport au reste de la communauté scientifique : une
physique quantique s’est développée dans une direction trés différente de
la physique de la gravitation. Einstein a continué & chercher une synthése
unitaire visant a intégrer ’électromagnétisme et la physique quantique avec
la physique de la gravitation. Il courait aprés ce qui est si caractéristique de
sa théorie de la gravitation : une physique complétement relativiste, avec un
champ unitaire suivant une équation aux dérivées partielles, déterministe,
et capable de fournir les lois du mouvement des sources du champ.

C’est exactement ce que fait ’ensemble des équations aux dérivées par-
tielles qu’on a obtenu ici pour les ondes des fermions : elles sont compléte-
ment déterministes, elles permettent de déduire les lois du mouvement des
sources des champs de jauge que sont en fait ces fermions. Einstein avait
donc raison de tenter d’obtenir une telle synthése, puisque les précédents
chapitres prouvent que c’était faisable.

Pourquoi Einstein n’a-t-il pas été entendu? La premiére raison fut la
nouveauté de sa compréhension de la nature de ’espace et du temps, par-
ticuliérement son rejet du temps absolu. Schrédinger, qui avait lui-méme
parfaitement compris le temps relatif de la gravitation d’Einstein, a trouvé
d’abord une équation d’onde non relativiste pour I’onde de de Broglie. Cette
équation d’onde, plus le principe d’exclusion de Pauli, ont produit le concept
d’une onde qui n’a pas de réalité physique directe. Cette onde ne se propage
pas dans l’espace-temps, mais évolue en fonction d’un temps absolu dans
un espace de configuration dont Einstein fut le premier & comprendre et
utiliser les propriétés géométriques.

De 1917 jusqu’a sa mort, Einstein fit de nombreux essais pour réconcilier
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gravitation, électromagnétisme et mécanique quantique. Il essaya notam-
ment une variété d’espace-temps avec torsion, d’'une maniére trés proche de
nos calculs. Mais son point de départ ne pouvait pas étre les ondes droites et
les ondes gauches issues de la découverte, juste aprés sa mort, de la violation
maximale de la parité dans les interactions faibles. De plus les propriétés
non locales des ondes quantiques (il fut le premier a penser leur nécessité)
n’étaient pas encore comprises. Einstein en fait n’était pas vraiment heu-
reux de sa premiére théorie de la gravitation, égalant le tenseur de Ricci
au tenseur d’impulsion-énergie. Il avait de sérieux doutes sur la longévité
de sa théorie, notamment parce que le cété gauche de son équation, qui
est purement géométrique, est bien plus solide que le c6té droit, qui n’est
pas défini de maniére unique, qui comporte ou non la constante cosmolo-
gique. Et Einstein n’a pas eu de chance avec le cosmos : sa vision du cosmos
était celle d’un espace-temps global, forcément invariable, au moment ou les
astronomes découvrirent I'immensité d’un cosmos paraissant en expansion.
La aussi c¢’était Einstein qui avait raison, puisque l’espace-temps invariable
dans sa totalité est parfaitement compatible avec le décalage vers le rouge
des galaxies lointaines, qui plus est avec une accélération récente de ce déca-
lage, accélération mesurée aujourd’hui par les astronomes, et qui s’explique
comme un effet de pure géométrie globale (voir .

5.1.1 "Il n’y a pas d’alternative"

Certes il n’y a pas moyen d’éviter la double égalité £ = mc? = hv, il
serait stupide de prétendre le contraire. Certes, il est impossible d’éviter les
inégalités d’Heisenberg puisque le moment cinétique de tous les fermions
est quantifié. Nous sommes d’autant plus d’accord que nous savons d’ou
ca vient. Mais pour beaucoup d’autres choses une alternative existe, et la
preuve en est précisément notre travail : nous avons travaillé en dehors des
lois de la mécanique quantique non relativiste, et nous avons obtenu de
meilleurs résultats. Une opinion trés répandue en physique consiste a croire
que l’équation de Dirac est "une sorte d’équation de Schréodinger". C’est
faux! Le premier a I'expliquer a été Louis de Broglie dans son second livre
sur I’équation de Dirac [60], & une époque ou il commencgait a se reposer les
questions a l'origine de sa découverte de la mécanique ondulatoire. De plus
I'interaction électromagnétique fait partie de l'interaction de jauge décrite
par un groupe non commutatif U(1) x SU(2), il est donc impossible de
dissocier cette interaction des autres interactions électro-faibles.

La théorie quantique des champs s’est construite sur une onde a une seule
phase. Mais I’électron a toujours deux phases. Certes la seconde phase, qui
apparait dans les phénoménes magnétiques et les interactions faibles, est
trés difficile a voir dans beaucoup de situations. Seulement alors, 1’électro-
dynamique quantique fonctionne & la perfection, méme pour ses prédictions
les plus surprenantes.

En physique 'univers est ce qu’il est. Nous avons changé le titre de la
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version anglaise de ce travail de “Developing a Theory of Everything” en
“Developing the Theory of Everything”; c’est une autre maniére de dire
qu’il n’y a pas d’alternative. Le temps doit étre bien ordonné, donc le temps
est nécessairement & une seule dimension. L’espace est & trois dimensions,
donc l'algebre d’espace est Cls. L’invariance sous les rotations des lois de
la mécanique (il n’existe pas de direction privilégiée dans 'espace) a été
remplacée en mécanique quantique par 'invariance sous le groupe de Lie
SU(2). Ceci a conduit & considérer (depuis presque un siécle!) I’espace-
temps comme inclus dans la partie de Cl3 contenant SU(2), qui ne peut
étre que le groupe multiplicatif C3 : I'espace-temps de la relativité générale
est une variété de dimension 4, et CI3 est juste assez vaste (théoréme de
Whitney), avec ses huit dimensions, pour pouvoir inclure n’importe quelle
variété de dimension quatre. La pseudo-métrique d’espace-temps se calcule
a partir du déterminant, donc la signature de I’espace-temps est +, —, —, —.
Donc I'espace-temps se place automatiquement dans la partie auto-adjointe
de Cls. Cl5 est un groupe de Lie, & tout groupe de Lie est associé une unique
algeébre de Lie, et 'algébre de Lie de C13 est Cl3 : il n'y a pas d’alternative.
Un groupe de Lie est une variété, et ’'espace vectoriel tangent en tout point
de la variété est isomorphe, grace a la multiplication, & I’espace-tangent en
I'unité du groupe : pas d’alternative !

5.1.2 Aprés ce travail

Quand on établit pourquoi 'angle de Weinberg-Salam vérifie exacte-
ment sin(fy) = 1/2, ou pourquoi la charge du quark d vaut exactement
le tiers de la charge de I’électron, la précision est certainement supérieure
a onze chiffres significatifs puisque le calcul est exact. Les avantages d’une
compréhension correcte ne concernent pas que la précision des prédictions.
Comprendre pourquoi il existe deux quarks de couleur dans chaque généra-
tion, pourquoi les leptons sont insensibles aux interactions fortes, pourquoi
il existe un mécanisme lagrangien, comment le champ électromagnétique
est directement lié & 'impulsion-énergie de 'onde quantique, tout cela est
une avancée définitive. Le méme pouvoir prédictif sera attendu pour toute
proposition de théorie alternative. Par exemple si une telle proposition obte-
nait un meilleur pouvoir de prédiction & partir d’un lagrangien avec a la fois
une partie leptonique et une partie bosonique indépendante de la premiére,
il lui faudrait justifier 'existence méme du lagrangien, puisque nous avons
donné une explication de ’existence des équations de Lagrange dans le cas
de 'onde des fermions. Donc a toute tentative de construction d’une théorie
du tout on demandera de faire au moins aussi bien. Nous avons obtenu une
origine simple pour la polarisation de la lumiére. Toute théorie future du
tout sera questionnée sur sa capacité a comprendre le lien entre le champ
électromagnétique et I'impulsion-énergie de ’onde fermionique. Nous avons
aussi justifié la fleche du temps et le déplacement vers le rouge de la lu-
miére venant des étoiles lointaines, y compris ’accélération récente de cet
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effet, & partir de la structure de ’espace-temps elle-méme : toute tentative
future de théorie du tout sera questionnée sur cette explication simple de
"Pexpansion".

La compréhension la plus importante, parmi les nouveautés apportées
par le présent travail, est celle de la quantification elle-méme, quantification
du moment cinétique de I’électron, du neutrino, du proton, du neutron, avec
la méme valeur %/2. De cette quantification du moment cinétique résultent
a la fois les inégalités de Heisenberg [61] et la quantification de la charge
électrique et de la charge magnétique. Tout essai de construction d’une
théorie du tout devra obtenir cette quantification du moment cinétique, et
avec la vraie valeur, complétement établie du point de vue expérimental.

5.2 de Broglie avait raison

Einstein et de Broglie en étaient d’accord, 'onde quantique est fonda-
mentalement relativiste. Avec 'onde de I’électron, que ce soit dans le cas
des vitesses faibles ou dans celui des vitesses trés élevées, les courants Dp
et Dy, formés par les parties droite et gauche de 'onde quantique, sont sur
le cone de lumiére. Ces courants ont certes une somme qui est le courant
de probabilité, lié a I'invariance de jauge électrique. Ce courant est le seul
visible dans la version de la mécanique quantique & la base de la théorie
quantique des champs. Mais les courants Dg et Dy, ont aussi une différence
qui est le second courant, K. Ce courant est aussi important que le pre-
mier. Il est 1ié & la jauge chirale, donc au magnétisme et aux interactions
faibles. La dépendance des densités tensorielles par rapport & la chiralité des
ondes ne concerne pas que les courants, elle s’étend notamment aux densités
d’impulsion-énergie et de moment cinétique, et donc au champ électroma-
gnétique. Grace a la prise en compte de cette dépendance, on a obtenu en
2.5 et 37 la quantification du moment cinétique. Comme 'onde quantique
est fondamentalement relativiste, le remplacement de ’équation de Dirac
par ’équation de Pauli est indéfendable. Donc l'intégration de l'onde de
I’électron dans la physique hamiltonienne ne marche pas bien. C’est pour-
quoi des difficultés surgissent dans tous les calculs de la théorie quantique
des champs, telles que des quantités infinies qu’il faut contourner, une renor-
malisation et des anomalies qui doivent étre domestiquées. Et cela s’avére
impossible pour la gravitation, justement parce que la gravitation est com-
plétement relativiste.

En son temps, Einstein ne pouvait pas batir une meilleure théorie, car
il ne pouvait pas deviner ce qui n’a été découvert qu’aprés sa mort, décou-
vertes qui ont permis I’élaboration du modéle standard. La plus importante
découverte, dans la seconde moitié du vingtiéme siécle, fut selon Lochak la
violation de la parité dans les interactions faibles. Le role différent des ondes
gauches et des ondes droites est important aussi bien dans le modéle stan-
dard qui en tient le plus grand compte, que pour la relativité générale. C’est
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di au fait que l'orientation de ’espace se trouve a nouveau placé au centre
de la théorie physique. Cette orientation de ’espace est un raccourci com-
mode, c’est en fait 'orientation de I’espace-temps, plus la fleche du temps,
conservée, qui permet l'orientation de I’espace.

De Broglie, qui était trés conscient des défauts de la théorie quantique
venant du caractére non relativiste des équations d’onde, a étudié de ma-
niére trés approfondie la théorie relativiste de I’équation de Dirac deux fois,
et a publié ses recherches dans deux livres, 4 18 ans d’intervalle [56] [60]. En-
tretemps il avait aussi utilisé 'onde de Dirac comme point de départ de sa
théorie de la lumiére [57, 58]. Ces travaux ne furent pas compris, ils étaient
trop en avance sur leur temps (et en outre la France était occupée par les
armées nazies). Et de Broglie ne pouvait connaitre ni 'existence des quarks
ni la chromodynamique. Le présent travail a été fait principalement par
deux personnes qui se sont rencontrées au séminaire organisé par de Broglie
lui-méme dans la Fondation Louis de Broglie, créée & Paris, & I’Académie
des Sciences, pour continuer son travail scientifique. Le directeur de cette
fondation privée indépendante fut Georges Lochak qui découvrit le mono-
pole magnétique leptonique [89 90]. Son équation d’onde du monopole a
été le point de départ de nos travaux.

De Broglie ne nous a pas seulement légué son savoir immense des do-
maines variés de la physique classique et quantique, il nous a en outre re-
commandé d’exercer notre liberté de critiquer les modes, en physique aussi.

5.3 Bohr avait aussi (en partie) raison

Au début de la mécanique quantique, I'universalité des inégalités de Hei-
senberg, et les limites qu’elles impliquent sur nos possibilités de connaitre la
réalité physique, tout cela n’était pas du tout évident. Einstein, qui n’avait
rien rencontré de semblable dans sa théorie de la gravitation, entama une
grande discussion avec Bohr. Et ce furent les arguments de Bohr qui pré-
valurent, justement parce que c’est lui qui sut le mieux utiliser 'universa-
lité de la physique relativiste inventée par Einstein! La généralisation de
cette invariance au groupe C!j; renforce cette universalité et nous permet,
en conséquence des propriétés de I'onde fermionique, la quantification du
moment cinétique, avec la valeur //2 (voir et B.7).

Dans son second livre sur la théorie de Dirac (voir [60] 2.6), & partir
de la quantification du moment cinétique, postulée, de Broglie déduisit la
forme précise que prennent les relations d’incertitude pour deux quantités A
et B canoniquement conjuguées (comme x et p,) : 04 - op = h/2. L’année
précédent ce livre, en 1950-1951, de Broglie avait étudié les inégalités de
Heisenberg, et écrit un livre qui ne fut édité que grace a Lochak, trente ans
plus tard. Partant de la quantification du moment cinétique, il obtenait la
quatriéme relation d’incertitude, qui s’écrit selon de Broglie : 0, -0p > /2,
ol g; est I'incertitude sur la coordonnée temporelle d’un événement, et o
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est 'incertitude sur ’énergie a ’ceuvre dans cet événement.

5.4 Hasard intrinséque ou statistique ?

Einstein fut le premier & comprendre le mouvement brownien comme le
mouvement au hasard d’une particule en constante collision avec les mo-
lécules du milieu qui U'entoure, et objectivement il n’avait rien contre les
probabilités. Ce qui lui a posé probléme était le caractére intrinseque du
hasard attribué a 'onde quantique.

Quand on se permet de supprimer les "petites composantes" de 1’onde
de Dirac, au prétexte que la vitesse de 1’électron est faible et qu’alors deux
composantes de I'onde ont un module petit en comparaison des autres, non
seulement on démolit 'invariance relativiste de ’équation d’onde, mais on
retourne au schéma hamiltonien habituel de 'onde de Schrodinger et Pauli.
Dans ce cas, et seulement dans ce cas, le temps joue un role différent de
I’espace et I’équation prend la forme hamiltonienne de I’équation de Schré-
dinger ihdpp = H(vp). L’équation d’onde obtenue par cette suppression est
rarement présentée comme une simple équation de Pauli. Donc finalement
chacun croit que I’équation de Dirac est "une sorte d’équation de Schrodin-
ger". Cela ratatine I'onde de Dirac au schéma probabiliste habituel de la
théorie quantique : les seules choses qu’on peut calculer sont des probabi-
lités. Et comme on pense qu’il n’y a pas de réalité physique au-dela de ce
qui est mesurable, la recherche d’autres idées, la compréhension de ce qui
se passe, est considérée comme inutile, et méme dangereuse.

Est-ce qu’on a travaillé ici en dehors du schéma probabiliste? A pre-
miére vue il peut sembler que non, puisque 'onde quantique de spin 1/2 est
toujours associée & une probabilité : en divisant la densité locale d’énergie
par I’énergie totale, on arrive naturellement & une densité dont la somme sur
tout I'espace donne la valeur 1. C’est donc une densité de probabilité. Dans
le cas de plusieurs fermions indistinguables on obtient aussi une mesure qui
donne le nombre de ces fermions. Mais certainement, la vraie réponse est
oui, nous avons quitté le schéma purement probabiliste, parce que 1’onde
ne donne pas seulement des probabilités. Dans 'onde quantique on peut
trouver 'origine de tous les soit-disant "nombres quantiques", tels que le
nombre baryonique, les nombres leptoniques, I’hyper-charge faible et ainsi
de suite. Nous sommes maintenant capables de comprendre la valeur de
chaque charge élémentaire. Nous savons aussi obtenir la loi de Lorentz du
mouvement de la densité de charge électrique, et des autres courants. Nous
sommes capables de comprendre comment les électrons différent des neu-
trinos et des quarks. Donc dans 'onde de spin 1/2, il y a des éléments de
réalité physique, et pas simplement des probabilités. L’onde quantique ne
se réduit pas a une amplitude et une phase.

Une large part de la mécanique quantique, certainement, se réduit a
I’étude du couple amplitude-phase, cette part dans laquelle la phase, pensée
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comme unique — et c’est alors toujours celle de ’angle de la jauge électrique,
associée au courant de probabilité — est dominante et écrase tous les autres
courants.

Méme dans ce cas — ce qui veut dire dans le domaine de la théorie quan-
tique des champs, qui est certes fort vaste, parce que la plupart des fermions
ont une charge électrique, mais qui n’englobe pas toute la physique — 'onde
quantique suit une équation aux dérivées partielles tout aussi déterministe
et relativiste que les équations de la gravitation d’Einstein. C’est l'inva-
riance relativiste étendue qui donne la quantification du moment cinétique,
et ceci explique les inégalités de Heisenberg, qui impliquent la limitation de
notre connaissance des couples position — impulsion-énergie (dans I’espace-
temps). De plus, parmi les principes qui peuvent par conséquent se déduire
des propriétés des ondes quantiques, figure le principe d’exclusion énoncé
par Pauli. Ce principe stipule que le nombre d’occupation d’une onde élec-
tronique ne peut étre que 0 ou 1. Le concept de "probabilité de présence"
est donc non vérifiable : la validation expérimentale d’une loi de probabi-
lité ne peut se faire que par la convergence d’une fréquence statistique vers
la probabilité. Et faire une statistique pour un seul objet est un non-sens.
Toute statistique basée sur un grand nombre n d’électrons met en ceuvre
n ondes d’électrons. La probabilité que, pour un domaine D de l’espace,
I’électron-particule soit présent, en D et nulle part ailleurs, est toujours
calculable, mais n’est pas statistiquement vérifiable & partir de 'onde d’un
unique électron. C’est complétement différent pour un photon, parce qu'une
onde électromagnétique peut héberger des myriades de photons. La densité
spatiale de ces photons sur I’onde est proportionnelle a I'intensité du champ
électrique, c’est statistiquement vérifiable.

Le concept de probabilité a deux sortes de justifications, a priori ou a
posteriori. Le concept de probabilité a priori, théorisé par les axiomes de
Kolmogorov, définit une probabilité comme une mesure additive sur une fa-
mille d’ensembles, telle que la mesure du tout vaut 1. C’est cette définition
de la probabilité qui est utilisée dans les précédents chapitres. Trés différent,
le concept de probabilité a posteriori est basé sur le hasard, ce qui veut dire
I'intervention de causes dont on ne sait rien : par exemple un atome d’ura-
nium 238, qui existe depuis sa création, il y a des milliards d’années, éjecte
soudain un noyau d’hélium, ce qui le transforme en un atome de thorium
234. On ne sait pas comment ¢a arrive, comment le processus d’émission
commence ou comment il évolue. On ne connait que la fin du processus,
quand les deux noyaux se séparent. Les statistiques que les physiciens ob-
tiennent & partir d’'un nombre énorme de noyaux d’atomes d’uranium 238
leur permettent d’établir des lois de probabilité. La probabilité de désinté-
gration est constante dans le temps. La demi-vie, c’est-a-dire la durée au
bout de laquelle il ne reste plus que la moitié¢ de I'uranium 238, est 4,4688
milliards d’années. Est-ce que cette probabilité peut étre reliée a ’'onde des
protons et neutrons d’un noyau d’atome 2387 On n’en sait rien. Et la théo-
rie quantique des champs n’en sait pas plus, en dépit des essais faits pour
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relier la probabilité temporelle de désintégration & la probabilité spatiale
non nulle de présence au-dela de la barriére de potentiel du noyau. Ceci a
été discuté par de nombreux physiciens. [107]

Les surprenantes implications de ces probabilités, telles que I'intrication,
les inégalités de Bell et 'expérience d’Aspect, sont toujours interprétées a
partir du concept d’une onde quantique suivant une dynamique relativiste
hamiltonienne. Tout ceci est inclus dans le cadre d’une théorie qui remplace
la nécessaire définition des objets mathématiques utilisés par un ensemble
de postulats supposés universels. Mais ces postulats ne sont pas universels !
Les différents fermions du modéle standard ont tous des ondes gauche et
droite, et il n’a jamais été démontré que ces ondes gauche et droite seraient
capables de suivre les postulats de la théorie quantique. Certes ce que nous
avons introduit ici, 'usage d’une fonction bien définie de l’espace-temps a
valeur dans End(Cl3), peut étre utilisé pour conforter les fondations mathé-
matiques de la seconde quantification. Mais le probléme de la dynamique
hamiltonienne resterait entier.

Pourquoi avons-nous le droit de douter de la possibilité d’une dynamique
relativiste hamiltonienne pour ’onde spinorielle de 1’électron ? Le probléme
vient du temps, qui est réversible en dynamique hamiltonienne, mais qui
n’est pas réversible pour I'invariance sous Cl3. Et puisque la théorie quan-
tique des champs admet la validité universelle de la symétrie CPT, et en
méme temps admet la violation de la symétrie P et de la symétrie CP, c’est
équivalent & admettre la violation de la symétrie T. Il est donc logique de
penser que la dynamique des fermions, dans le modéle standard, ne peut pas
étre hamiltonienne. De plus, nous avons expliqué dans le premier chapitre
comment la premiére forme hamiltonienne de ’équation de Dirac n’est ni
relativiste ni équivalente a la seconde forme de ’équation de Dirac, qui est
relativiste, elle. Il n’est pas correct de considérer deux équations d’onde non
équivalentes comme décrivant la méme particule!

Nous avons maintenant une raison encore plus forte, sachant que le temps
ordinaire s’exprime & travers la fonction exponentielle qui applique ’algébre
de Lie Cl3 sur le groupe Cl3, et en particulier qui applique R sur R : le
temps est orienté par la structure globale de ’espace-temps. Les mesures
d’espace et de temps qui sont faites pour interpréter les phénoménes d’in-
trication des ondes quantiques devraient, en toute rigueur, n’utiliser ni le
temps absolu de la physique pré-relativiste, ni I’espace-temps de la relativité
restreinte, mais devraient vivre dans le véritable espace-temps, qui est la va-
riété d’espace-temps elle-méme : nous avons expliqué en comment des
événements paraissant simultanés dans un référentiel particulier peuvent en
fait se trouver chacun dans le futur d’un autre observateur.

Dans la discussion précédente sur la désintégration d’un atome d’ura-
nium, et aussi dans I’émission d’un photon, il est essentiel de comprendre le
caractére de tout ou rien du phénoméne quantique, qui est la principale ca-
ractéristique des phénoménes quantiques. De maniére sure et certaine, pour
n’importe quel phénoméne quantique, le moment cinétique vient en mul-
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tiples entiers de /i/2. Néanmoins, en faisant usage de propriétés d’ergodiciteé,
il doit étre possible de lier les probabilités temporelles d’événements sem-
blant purement fortuits, aux distributions continues des probabilités spa-
tiales. Cela reste & construire, notamment pour pouvoir rendre compte des
probabilités utilisées par Einstein dans sa physique du corps noir.

5.5 L’équation de Dirac presque oubliée

C’est & partir de deux parties du travail scientifique d’Einstein que ce
travail s’est construit. Une premiére partie de son travail a été interprétée
comme le remplacement du groupe d’invariance de la physique newtonienne
par un autre groupe d’invariance, appelé groupe de Poincaré, groupe de
dimension 10, constitué des translations d’espace-temps et des transforma-
tions de Lorentz. La mécanique quantique relativiste a remplacé le groupe de
Lorentz restreint par le groupe SL(2,C), et ce groupe, de dimension 6, nous
lavons remplacé par le groupe GL(2,C) = CI}. Cette extension se justifie
par le spin 1/2 de tous les objets fondamentaux de la physique quantique :
les fermions. Ils sont nommés du nom de Fermi, qui donna la statistique
issue du principe d’exclusion de Pauli. Concernant ce principe d’exclusion,
nous sommes allés aussi un peu plus en avant puisqu’il est maintenant relié
a l'additivité des courants et de la masse-énergie fermionique, & travers ’or-
thonormalisation des ondes. Cette additivité des énergies n’est pas exacte,
c’est une loi qui découle de la trés petite masse des particules, ce qui rend
la non linéarité de la gravitation inopérante.

Pourquoi la mécanique quantique a-t-elle été batie & partir de I’équation
de Schrodinger, quand seulement quelques mois aprés ’équation de Dirac
devint disponible ? De Broglie a expliqué comment, aprés le congrés Solvay
de 1927, ayant été nommé professeur a la Sorbonne, conscient des obstacles
envers son idée de l'onde guidant la particule, il commenca & enseigner
les travaux des autres physiciens de la mécanique quantique, et non pas sa
propre théorie. Il ne revint aux idées de sa jeunesse que bien des années plus
tard. Cependant, quelques années avant ce changement d’opinion, il s’était
a nouveau intéressé a I’équation de Dirac, parce que cette équation était
relativiste, comme son idée initiale d’une onde associée au mouvement de
toute particule matérielle, [55]. C’est ainsi qu’il commenca & changer d’état
d’esprit sur le pouvoir explicatif de la mécanique quantique, & un moment ot
I’équation de Dirac était déja considérée dépassée, rarement enseignée. Cette
partie de la physique quantique était en train de disparaitre progressivement
des cursus universitaires de physique.

Parmi les raisons de ce déclin, il y a la grande différence introduite par le
spin 1/2, entre ce qui était appelé quantité physique en physique classique
et ce qui est appelé ainsi en mécanique quantique. En physique classique,
les quantités sont des nombres, par exemple une température de 302 Kelvin.
D’autres quantités sont des composantes de vecteurs, comme les vitesses et
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les forces, dont les composantes sont des nombres réels. D’autres, un peu
plus difficiles & comprendre, sont des tenseurs tels que le tenseur d’inertie,
ou le tenseur champ électromagnétique. La encore, toutes les composantes
sont des nombres réels. L’équation d’onde trouvée par Schrodinger, celle de
Pauli, et encore plus celle de Dirac, toutes introduisent un profond change-
ment : les états quantiques n’ont pas de lien direct avec les quantités de la
physique classique. A chaque quantité classique la théorie quantique associe
un opérateur agissant sur 1’espace vectoriel des états, et ce sont les valeurs
propres de ces opérateurs qui donnent les nombres réels de la physique clas-
sique. Si on suit cette maniére de raisonner, la réalité physique ultime du
champ électromagnétique ce sont les opérateurs de création et d’annihila-
tion qui ajoutent et retranchent une unité au nombre de photons présents
sur une onde électromagnétique.

Tout au contraire, on explique dans 'annexe C comment tous les nombres
quantiques des solutions pour l'atome d’hydrogéne sont obtenus, a partir
seulement de la condition de normalisation de 1'onde de I’électron. Cela
ne contredit pas la mécanique quantique, parce qu’on peut construire des
opérateurs ad-hoc tels que chaque solution obtenue est un vecteur propre
de ces opérateurs. Néanmoins la théorie générale des opérateurs hermitiens
est tout simplement inutile! De Broglie remarqua dés [56] qu’avec I’équa-
tion d’onde de Dirac, ¢’était encore différent. Certes le concept des nombres
classiques remplacés par des valeurs propres d’opérateurs était conservé,
mais ce ne sont pas ces quantités qui ont la bonne variance relativiste. Ce
sont les densités tensorielles qui se transforment suivant les lois établies en
physique relativiste. Puis plusieurs arguments furent apportés contre I'onde
de Dirac, 'un d’eux étant que les matrices utilisées dans ’équation d’onde
ne sont définies qu’a un facteur matriciel arbitraire prés. Il est donc difficile
de considérer 'onde comme ayant des éléments de réalité physique, I’'onde
apparait comme un simple outil de calcul, non physique. On a résolu cette
difficulté en définissant de maniére unique les matrices de Dirac a partir des
matrices de Pauli, et en définissant les matrices de Pauli de maniére unique a
partir de la base canonique de GL(2, C). Les matrices sont fixes, elles sont les
mémes pour deux observateurs en mouvement relatif, et donc ’onde de spin
1/2 peut étre considérée comme ayant autant de sens physique qu’une gran-
deur classique comme le champ électromagnétique, ou I'impulsion-énergie.
Un certain nombre d’autres difficultés sont seulement historiques, elles ont
été résolues quand I’étude des tenseurs de la théorie a été améliorée : Hes-
tenes a introduit des méthodes de calcul beaucoup plus efficaces. Elles lui
ont permis de prouver que la densité de charge électrique et la densité de
courant électrique venant de 'onde de I’électron suivent presque la loi de
Lorentz de la force exercée sur une charge.ﬂ Une seule autre théorie est
capable d’obtenir les lois du mouvement & partir des équations du champ :
la relativité générale. Cette prouesse de la relativité générale impressionna

1. Notre équation d’onde améliorée donne cette loi de force exactement, voir m
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grandement de Broglie quand Einstein réussit a le démontrer (de Broglie
avait lui-méme besoin de lier la particule et 'onde, ce que permet la non
linéarité de la théorie de la gravitation). Or on peut dire que l’équation
d’onde améliorée est méme plus performante que les équations d’Einstein
de la gravitation, qui ne donnent le mouvement que pour une singularité du
champ, alors que ’équation d’onde de I’électron donne la force de Lorentz
pour toutes les solutions de 1’équation d’onde.

Une autre raison pour la théorie physique de dévaluer ’onde de spin 1/2
est la linéarité de I’équation de Dirac. Elle est donc beaucoup moins bonne
que la relativité générale, qui n’est pas linéaire. Autre raison, c’est la théorie
d’un seul électron, et dans un potentiel extérieur en plus, ce qui n’est pas
admissible dans une théorie de champs. Cependant ces critiques portent sur
I’équation de Dirac telle qu’elle fut formulée en 1928, pas sur notre travail :
I’équation améliorée présentée au chapitre 1 et ses généralisations dans les
chapitres suivants sont non linéaires, tant dans le terme de masse que dans
les termes de jauge, ott en outre les potentiels dépendent de 'onde. Des
identités algébriques suppriment les effets de chaque courant chiral sur lui-
méme. Cela élimine 'auto-action, sans détruire l’effet. De plus la forme la
plus utile de ’équation d’onde d’un fermion est la forme invariante, qui n’est
pas du tout linéaire. L’onde est une fonction bien définie de I’espace-temps
(pas d’un espace de configuration) a valeur dans un ensemble d’opérateurs
agissant sur eux-mémes. C’est la seule justification possible pour la seconde
quantification.

Dans le modéle d’électron-particule de Lorentz, la masse-énergie était
I'intégrale sur tout I'espace de la densité d’énergie du champ électromagné-
tique. Si I’électron était purement ponctuel cette énergie serait infinie. Si
I’électron était étendu, la force répulsive due au champ électrique devrait
étre compensée par d’autres forces, inconnues. C’est cela qui amena & consi-
dérer l'action des seules charges extérieures sur une charge donnée. Dans les
précédents chapitres, la densité d’énergie n’était plus la densité d’énergie du
champ électrique, c’était la composante temporelle du tenseur d’impulsion-
énergie lié a la densité lagrangienne de I’électron. On savait auparavant que
la densité d’énergie liée au champ électromagnétique W = %(E2 + H?) po-
sait probléme : la masse associée a cette énergie dépend de comment ’éner-
gie est définie du point de vue mécanique [§]. On a vu au chapitre 1 que
c’est le champ électromagnétique lui-méme qui est le tenseur d’impulsion-
énergie. Ce tenseur densité d’impulsion-énergie en physique quantique est
lié par le théoréeme de Noether & I'invariance de la densité lagrangienne sous
les translations d’espace-temps. Comme on n’a eu besoin que de la partie
fermionique de la densité lagrangienne du modéle standard, et puisque les
équations d’onde des bosons se déduisent des équations d’onde des fermions,
par la récursivité de ces équations d’onde, on peut voir qu’on n’a besoin que
de la partie fermionique de la densité lagrangienne.

Cette partie de la densité lagrangienne se déduit des équations d’onde,
et les équations d’onde se déduisent de la densité lagrangienne. Tout cela
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suggeére que les champs de jauge n’ont pas d’énergie propre, les phénomeénes
dans lesquels les champs de jauge semblent posséder leur propre énergie sont
des phénomeénes dans lesquels il est toujours possible d’allouer cette énergie
aux fermions qui donnent ou regoivent cette énergie.

Ceci améne une premiére prédiction : Aussi fort que soit le champ
magnétique autour d’une étoile (y compris une étoile a neutrons
ou un trou noir) ou d’une galaxie, ce champ, en dépit de la struc-
ture bipolaire ou multi-polaire du champ, n’a absolument aucun
effet sur la géométrie du champ de gravitation, qui peut demeurer
parfaitement sphérique.

5.6 Pourquoi cette forme d’équation d’onde ?

L’équation d’onde globale pour tous les fermions de la premiére généra-
tion se sépare en 16 équations correspondant aux 16 spineurs, huit gauches
et huit droits, qui composent cette onde. Cette séparation est ce qui nous
permet de distinguer ces objets les uns des autres. Mais la séparation est
seulement partielle : les équations d’onde sont toutes baties sur le méme
modele, avec une partie différentielle (la seule partie qui traite vraiment
séparément les seize ondes), un terme de masse et un terme de jauge. Le
terme de masse et le terme de jauge contiennent des vecteurs d’espace-temps
qui sont eux-mémes des fonctions des spineurs gauches et droits. Cette dé-
pendance des termes de masse et de jauge révéle le caractére hautement
non-linéaire de I’équation d’onde.

Examinons a nouveau ces trois parties d’équation d’onde : I’équation
compléte est contrainte par 'invariance sous le groupe Cl3 qui régit la to-
talité du modéle standard et de la gravitation. On prend en considération
I’homothétie par son rapport qui définit la invdim en [I.§], dont on se sert
pour distinguer la contravariance de la covariance.

1. Les spineurs ont une invdim 1. Les dérivées partielles agissant sur eux
donnent des termes de invdim —1.

2. Donc les autres termes doivent aussi avoir la méme invdim —1. Or
ils contiennent une multiplication agissant sur le spineur, qui apporte une
invdim +1. Donc les autres facteurs doivent apporter ensemble une inv-
dim —2. Par conséquent la multiplication par un seul spineur ne peut pas
marcher, il est impossible d’avoir des termes quadratiques par rapport aux
spineurs, seulement des termes cubiques sont possibles. Ces termes cubiques
apportent en plus une invdim de +2, et non de —2, et il y a donc une dif-
férence de +4 a compenser.

3. Ceci ne peut se faire que de deux maniéres, soit en apportant une
invdim de —4, soit en apportant deux invdims de —2. La premiére possibilité
est ce que fait le terme de jauge, ol la charge seule (en fait les constantes
g1, g2 et g3) apporte la invdim —4.

4. La seconde possibilité, —4 = —2 — 2 est en fait ce que m/p apporte
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dans le terme de masse parce que m apporte une invdim —2 tandis que
1/p apporte aussi une invdim —2. En somme, il y a deux, et seulement
deux sortes de termes possibles & coté du terme différentiel, parce qu’il
y a exactement deux maniéres d’exprimer le nombre 2 comme une somme
d’entiers ordonnés : 042 et 1+1. De plus ceci permet de justifier la différence
existant entre charge et masse, qui certes donnent toutes deux des potentiels
en 1/r, mais qui différent du point de vue de I'invariance étendue.

Pourquoi n’a-t-on pas de dérivées d’ordre supérieur ? D’abord il faut
que ’équation d’onde ait des dérivées partielles similaires pour le temps et
pour ’espace, sinon on tombe dans la situation de I’équation de Schrédin-
ger, qui n’est pas relativiste. Et seules des dérivées partielles du premier
ordre peuvent se concilier avec l'existence d’une densité de probabilité qui
puisse se conserver. Les dérivées partielles du premier ordre peuvent aussi
étre considérées comme des termes de premiére approximation. Dans ’étude
des variétés, en distinguant les variations des points et les variations d’une
base mobile, il est possible d’éviter I’écriture de termes différentiels de de-
gré plus élevé. C’est similaire aux systémes d’équations du premier ordre
qu’on obtient en mécanique (ou les dérivées du second ordre sont natu-
relles) quand les vitesses sont utilisées comme variables auxiliaires. Donc
I'usage des seules dérivées partielles du premier ordre ne restreint pas la gé-
néralité de nos équations d’onde. De plus la récursivité prend place dans les
équations d’onde. Itérant une fois, les dérivées du second ordre permettent
la définition des bosons de jauge. Itérant deux fois et plus, les termes d’ordre
supérieur sont inclus dans les relations liant les champs de jauge aux poten-
tiels, et les courants aux champs de jauge. Finalement le systéme est clos
pour une autre raison : la invdim nulle de tous les champs de jauge. En
conséquence, en multipliant les opérateurs agissant sur les champs de jauge
on obtient encore de tels opérateurs.

L’onde quantique donne deux connexions sur la variété d’espace-temps
une connexion liée aux courants de 'onde quantique (inertie) et une autre
liée au groupe d’invariance (géométrie-gravitation) (voir le chapitre 4). L’éga-
lité entre ces connexions est exactement le principe d’équivalence entre iner-
tie et gravitation. Et la raison de cette égalité, c’est que la variété d’espace-
temps est une hyper-surface de dimension quatre, elle-méme contenue dans
le groupe de Lie de dimension huit C'3, qui est aussi une variété. Comme la
connexion agit par I’équation d’onde, elle concerne directement la densité
lagrangienne, et donc aussi I'impulsion-énergie. La masse propre est donc
une différence entre une masse d’inertie et une masse gravitationnelle, qui
est beaucoup trop petite pour étre pergue, parce que le nombre d’Avogadro
est trés grand. Cette masse n’est pas définie par la particule seule, elle est
propre a la particule interagissant avec un systéme matériel suffisamment
grand pour permettre les mesures.
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5.7 Jeu de piste

Dans le vaste "jeu de piste" qu’est la recherche scientifique, il est trés
facile de perdre la bonne piste par suite de coincidences, principales raisons
de croire qu’on est sur la bonne piste alors qu’elle est déja perdue. Et il y
a eu plusieurs coincidences tout au long de I'histoire de la physique. Par
exemple I’équation d’onde de 'électron fut découverte juste au méme mo-
ment que le spin 1/2, et en ce temps-1a il n’y avait pas de relation directe
entre les deux. Une autre coincidence concerne les outils mathématiques :
I’algebre de Clifford de I'espace de dimension trois est aussi ’algébre des
matrices complexes 2 X 2 (mais seulement en tant qu’algébres sur le corps
des réels!) Cela a contribué a justifier ’habitude de la mécanique quantique
de n’utiliser que des fonctions a valeur complexe. Troisiéme coincidence : le
groupe de Lie des rotations dans ’espace de dimension 3 a la méme algébre
de Lie que le groupe des matrices unitaires complexes 2 x 2, appelé SU(2)
(mais les groupes eux-mémes sont différents!). Ca a donné une justification
supplémentaire & 1'usage des seules fonctions de valeur complexe, et & la
primauté des transformations unitaires qui conservent la probabilité. Ces
coincidences, accidentelles du point de vue mathématique, sont les raisons
qui ont conduit les physiciens & considérer la théorie des opérateurs sur
les états quantiques comme un outil tout a la fois nécessaire, suffisant, et
inattaquable — mais quand méme : ¢’était une fausse piste!

L’esprit humain cherche toujours & ramener les nouveautés a des choses
qu’il connait déja. C’est notre nature. Ainsi il y a encore des gens aujour-
d’hui qui persistent & restreindre ’étude de 1’électromagnétisme au temps
absolu, qui n’est que le temps pergu par notre horloge interne biologique.
Dans le méme ordre d’idée, le concept de spineur a été systématiquement
réinterprété, démantibulé, pour réduire le nouveau concept a quelque chose
de précédemment connu : la physique des tenseurs. Par conséquent la nou-
veauté de la situation n’a pas été pergue, par exemple l'infinité de sortes
de densités tensorielles qui peuvent étre construites a partir des ondes spi-
norielles. Dans le méme ordre de choses, seules les densités tensorielles qui
étaient invariantes de jauge ont été prises en considération, comme si 1’élec-
tron ne pouvait pas étre lui aussi concerné par les interactions faibles.

5.8 Physique et mathématiques

Les mathématiques et la physique sont des sciences étroitement reliées,
les deux travaillent sur des données géométriques et numériques et les in-
tégrent dans un corpus ordonné de savoir. Mais ces deux sciences, toutes
deux trés développées, sont de nos jours si vastes qu’il est impossible & un
jeune scientifique de maitriser la totalité de la physique, ou la totalité des
mathématiques, et encore plus difficile, de maitriser correctement les deux
domaines.
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Galilée le premier & mis en évidence que le langage de la physique est
mathématique, et depuis lors la connexion entre les deux disciplines a grandi
constamment, devenant toujours plus étroite. Mais les mésententes entre les
deux disciplines se sont singuliérement aggravées depuis le début de la phy-
sique quantique. Les mésententes, c’est souvent le cas, ont des causes des
deux cotés. L’évolution des mathématiques vers une plus grande abstrac-
tion, une plus grande généralité, est naturelle, mais inadaptée aux besoins
des physiciens : I’étude des espaces vectoriels se fait tout naturellement avec
un espace de dimension n quelconque, mais ce qui intéresse la physique est
juste 'espace a trois dimensions et I’espace-temps avec ses 3+ 1 dimensions.
C’est seulement dans 'espace & trois dimensions que le produit vectoriel
existe avec des propriétés simples, si utiles pour les physiciens. Les proprié-
tés spécifiques a la dimension trois (produit scalaire et vectoriel, rotation-
nel, mais aussi le champ électromagnétique comme un champ de densités
d’impulsion-énergie), ¢a n’intéresse pas la plupart des mathématiciens. Les
propriétés particuliéres a I'algébre de Pauli des matrices complexes 2 x 2,
comme le fait que les co-matrices sont réduites & des nombres, ne marchent
qu’avec n = 2. Et donc 'usage de la dimension générale n, si naturelle donc
si prisée en mathématiques, est en pratique nuisible pour la physique.

Les physiciens sont aussi en partie responsables de cette mésentente. I1
est impossible de profiter de la force des résultats mathématiques quand on
ne tient pas compte de leurs contraintes, par exemple de la nécessaire dé-
finition des objets mathématiques utilisés, pour lesquels les raisonnements
peuvent s’appliquer, 'importance des théorémes d’existence et d’impossi-
bilité.E| Ainsi, c’est 'algébre de Pauli, avec ses modestes 8 dimensions sur
R, qui est importante, alors que tout semble pousser la théorie de Dirac a
travailler avec My(C) ou a la rigueur avec ses sous-algébres Cly 3 et Cls 1.
Il est également nécessaire de distinguer des concepts proches et néanmoins
différents, tels que groupe de Lie ou algébre de Lie.

La théorie quantique s’est batie sur la base des mathématiques du siécle
précédant ses commencements. Par exemple le concept de fonction était
purement calculatoire, et les questions de limite, de topologie, et méme les
simples notions d’ensemble de départ et d’ensemble d’arrivée d’une fonction,
ou l'utilité des algébres de Clifford, tout cela n’était pas compris par des
physiciens suffisamment agés, malgré leur remarquable jeunesse, pour ne
connaitre que les mathématiques du dix-neuviéme siécle. Par la suite les

2. Dans son second livre sur la théorie de Dirac ([60] Chapitre II section 2) de Broglie
explique clairement I'impossibilité suivante : si on considére trois opérateurs my, my et
m, vérifiant les relations d’anti-commutation des rotations en trois dimensions, les seules
valeurs propres possibles de m, sont —j,—j+1,...,5— 1,7 ou j(j + 1) est valeur propre
de m2 +m§ +m2, et toutes les valeurs possibles de j sont 0,1/2,1,3/2,2,5/2.... Mais si

., . ., 0 0 .
Mg, My et m; sont les opérateurs de moment angulaire (mg; = z(yg - za—y) et ainsi de
suite), les seules valeurs possibles de j sont 0,1, 2,3, .... Par conséquent les opérateurs de
la théorie de Dirac, avec valeurs 1/2,3/2,5/2,... ne sont pas des opérateurs de moment
angulaire! (Et donc on les nomme ici opérateurs de moment cinétique).
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physiciens ont méme été induits en erreur par la puissance de la théorie
des distributions, qui a rendu l'usage des transformations de Fourier et
de Laplace beaucoup plus efficaces. Donc quand la théorie quantique des
champs fut introduite, la plupart de ses créateurs furent tout & fait certains
que la démonstration mathématique des propriétés dont ils avaient besoin
serait forcément trés bientot faite. Mais les preuves attendues ne vinrent
jamais : la physique avait trop confiance dans le pouvoir des mathématiques.

5.9 Compréhension, prédiction

Parmi les choses qu’on comprend mieux maintenant, plusieurs sont con-
nues depuis longtemps. L’existence de la constante de Planck en physique
est vieille de plus d’un siécle, et la quantification du moment cinétique vient
de la. On a aussi expliqué ici comment le rapport constant entre énergie
et fréquence vient de 'invariance des lois quantiques sous Cl;. Cette in-
variance vient de la structure mathématique des ondes fermioniques. Et la
structure mathématique des ondes fermioniques & son tour vient de cette
invariance.ﬂ Ceci passe par I’équivalence entre deux formes des équations
d’onde, équivalence due & l'inversibilité des valeurs de la fonction d’onde. De
plus cette équivalence donne naissance au mécanisme lagrangien. C’est un
principe extrémal, donc le théoréme de Noether associe I'invariance sous les
translations de 1’équation d’onde a la conservation du tenseur d’impulsion-
énergie. Ce méme théoréme associe la conservation du tenseur de moment
cinétique & l'invariance sous Cl3. On a obtenu, en conséquence, la quan-
tification du moment cinétique avec la valeur attendue %/2. Et puisque le
moment cinétique est quantifié, la constante de Planck apparait fixe. L’or-
thonormalisation de I'onde et la quantification, qui en résulte, du moment
cinétique justifie I'utilisation des différents opérateurs de moment cinétique
qui donnent les différents états des électrons dans les atomes.

Le principe d’exclusion de Pauli est aussi connu depuis un siécle. On
relie ici ce principe & la nécessaire additivité des courants et a la nécessaire
orthonormalisation des états dans le cas des électrons des atomes. Cette
orthonormalisation est elle-méme reliée a l'additivité de la masse-énergie,
et donc aux propriétés des sources de la gravitation, parce que les masses
des objets de la microphysique sont trés petites par rapport aux masses
nécessaires pour révéler le caractére non linéaire de la gravitation. Ainsi les
énergies des divers électrons d’un atome sont additives. Cette additivité de
Iénergie est elle-méme reliée a I’additivité des potentiels de jauge. Cela suffit
a justifier que la gravité autour d’une étoile soit proportionnelle & la masse
totale de I’étoile, somme des masses de tous ses constituants. C’est seulement
une approximation linéaire, légitime dans le cas d’un champ gravitationnel
faible.

3. Ce bouclage de la causalité est la seule raison expliquant pourquoi aucune méta-
physique n’est nécessaire.
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On a aussi relié le principe d’équivalence a cette approximation en champ
faible, a travers les densités lagrangiennes qui peuvent s’écrire comme dif-
férence entre une part inertielle et une part gravitationnelle. Le théoréme
de Noether donne alors la méme possibilité pour les densités d’impulsion-
énergie, qui ont donc (presque) la méme composante temporelle. Par inté-
gration sur ’espace on obtient donc égalité entre la masse d’inertie et la
masse gravitationnelle. C’était le point de départ de la relativité générale
d’Einstein.

L’inclusion de la variété d’espace-temps dans le groupe de Lie C13 suffit
a expliquer ’homogénéité et l'isotropie de notre espace-temps : dans un
groupe de Lie, le voisinage de chaque élément du groupe est similaire au
voisinage de 1’élément neutre. Cette homogénéité, limitée seulement par la
gravitation, est trés largement établie du point de vue expérimental, ou la
lumiére de corps noir du fonds du ciel, est encore aujourd’hui tres largement
homogéne (une part en 10°). De plus la géométrie de 'espace physique tend
vers I'infini (comme celle de R?).

5.10 Falsifiabilité

Toute théorie scientifique se doit d’étre falsifiable : il devrait étre possible
de prouver que la théorie est fausse. Dans le méme temps, il est impossible de
prouver, de maniére définitive, que la théorie est vraie. Donc ceci ne peut que
rendre humbles les auteurs de ce travail. Est-ce qu’une meilleure théorie, un
jour, se passera complétement de I’équation de Dirac pour la compréhension
des propriétés des électrons, neutrinos, quarks et autres "particules" 7 Méme
si I’équation de Dirac donne tous les résultats connus pour les électrons des
atomes, on a prouvé qu’il est possible d’obtenir les mémes résultats avec un
autre point de départ [35].

Depuis le principe de Fermat en passant par la mécanique lagrangienne
et jusqu’au modeéle standard, la totalité de la théorie physique a été dé-
veloppée a partir d’un principe extrémal. Est-ce que ce principe est fon-
damental en physique? La réponse donnée en [2.34] est clairement : non!
On a détaillé comment la structure algébrique de CI3 donne le double lien
logique entre 1’équation d’onde et la densité lagrangienne. Donc le prin-
cipe extrémal n’est pas fondamental, bien qu’il soit trés efficace parce que
Iinvariance de la densité lagrangienne donne, a travers le théoréme de Noe-
ther, des quantités qui se conservent. Et ce qui se conserve, qui est stable,
est beaucoup plus facile & comprendre que ce qui est furtif, instable, chan-
geant, imprévu. De plus le principe extrémal est la raison de 'unité de toute
la matiére-énergie, parce que chaque fermion apporte sa contribution & ce
tenseur d’impulsion-énergie, dont la composante temporelle donne 1’éner-
gie de la matiére. En plus, le champ électromagnétique lui-méme est cette
impulsion-énergie. Et seuls les fermions contribuent, les photons ne font que
transporter I'impulsion-énergie entre deux fermions. Et néanmoins, dans un
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régime dominé par la gravitation il n’y a plus de formalisme lagrangien (voir
, et donc plus de loi de conservation.

Le grand débat des débuts de la mécanique quantique tournait autour
de la question : qu’est 'objet quantique ? Une particule (un trés petit ob-
jet, voire un point infiniment petit) ? Une onde ? Une onde et une particule
(comme le pensait de Broglie) ? Tout phénomeéne de la physique quantique
qui est décrit de maniére adéquate avec des particules peut aussi étre décrit
avec des ondes, et inversement. Et il est possible de décrire le méme phéno-
mene avec des objets qui sont a la fois ondes et particules [99]. Ici on est parti
de 'onde de Dirac. Et on a méme affirmé : un électron est une onde quan-
tique orthonormalisée. Est-ce que I’électron est aussi un objet ponctuel ?
Rien ne l'interdit! Il est possible que notre onde quantique orthonormali-
sée puisse inclure des singularités, ou méme doive inclure des singularités.
Pour s’en assurer, il faudra résoudre les équations d’onde, étudier avec soin
les solutions, et en particulier comprendre 1’émission et I’absorption des
photons et des autres bosons. Notons que les solutions calculées, pour un
électron d’un atome d’hydrogéne, peuvent étre qualifiées de "solitons" : ’ap-
parence des fonctions radiales indique que ces solutions ressemblent a des
solitons. Leurs approximations linéaires sont complétement stables, indéfi-
niment. Leur "solitude" est simplement moins visible parce que ces ondes
ne sont pas séparées dans l’espace ordinaire, mais sont orthogonales pour
un produit scalaire concernant la variété Cl; ol notre espace-temps est
seulement une hyper-surface de dimension quatre.

Ce grand débat a commencé & une époque ou seulement une particule
élémentaire était réellement connue, 1’électron. En plus 'onde de 1’électron
n’est pas élémentaire mais double, elle est faite d’'une onde droite et d’une
onde gauche, c’est un objet compliqué. Les autres particules connues dans
les premiéres années de la physique nucléaire, les protons et les neutrons,
ne sont plus considérés comme élémentaires puisqu’ils sont faits de trois
quarks, donc de six ondes, trois gauches et trois droites, ce sont des objets
encore plus compliqués.

Nous sommes trés loin d’avoir complétement exploré toutes les consé-
quences de ’extension du groupe d’invariance. Considérons une fois encore
un phénoméne aussi commun qu’'une transition d’un électron de la pho-
tosphére du Soleil, d’un état d’énergie a un autre, suivi par le voyage de
I'impulsion-énergie, c’est-a-dire du champ électromagnétique, jusqu’a notre
ceil et son absorption par un électron dans notre rétine. On interpréte cette
chaine d’événements en appelant photon le champ électromagnétique voya-
geant du Soleil & la rétine. Cela nous permet de négliger ’émission et la
réception et de se concentrer sur le photon "durant" le transport. Mais la
durée de ce transport, du point de vue du photon, est exactement nulle. On
pourrait tout aussi bien décrire la chose de la maniére suivante : 'onde de
I’électron dans la photosphére produit un tenseur d’impulsion-énergie qui se
propage jusqu’a I’électron de notre rétine, donnant une interaction directe
de deux ondes électroniques, celle de I’électron dans la couronne solaire et
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celle de I’électron de notre rétine.

Il reste & comprendre un grand nombre de choses. Donner une équation
d’onde des quarks est seulement une premiére étape. Il sera aussi néces-
saire de savoir calculer les moments magnétiques du proton et du neutron,
et d’étudier ce que les nouvelles équations permettront de comprendre en
physique nucléaire. Et il peut se faire que beaucoup d’autres conséquences
existent, auxquelles nous n’avons pas encore pensé.

Ce qui a déja été obtenu justifie complétement ’extension du groupe
d’invariance de SL(2,C) a Cl%. Sans cette extension, il n’y a ni quantifica-
tion du moment cinétique, ni la double présence de I'invariance chirale & la
fois dans les symétries de jauge et dans la géométrie de la gravitation. Sans
cette extension, la physique ne peut comprendre ni la raison de ’existence
du neutrino-monopdle, ni les valeurs des charges électriques des leptons et
des quarks de chaque génération du modéle standard, ni les propriétés spé-
cifiques des champs de jauge : leur invdim est nulle, ils sont sensibles seule-
ment & la partie du groupe des similitudes qui se réduit aux transformations
de Lorentz. Les produits de tels champs ont aussi une invdim nulle, ils se
comportent eux-mémes comme les champs de jauge, ce qui rend possible la
construction d’opérateurs de création et d’annihilation.

En métrologie, les physiciens sont de nos jours en train de travailler
pour pouvoir remplacer le vieux kilogramme standard par ce standard de
I'action qu’est la constante de Planck. C’est parfaitement compatible avec
I'invariance étendue : quand une similitude multiplie les longueurs par r, la
longueur de tous les métres est aussi multiplié par r. Donc les physiciens
qui mesurent toujours localement le rapport entre la longueur de l'objet
mesuré et la longueur du métre standard ne peuvent pas voir I’homothétie.
On peut dire la méme chose pour les masses propres et pour les actions, en
remplacant seulement r respectivement par r3 et .
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Chapitre 6
Epilogue

Merci pour votre attention sur ce travail qui est le fruit de plus de trente
années de recherche. On en résume ici les principales caractéristiques. On
s’est servi de cing nouveautés :

1. Le cadre mathématique naturel de 'onde quantique est 1’algeébre de Clif-
ford Cl3 (au lieu de ’algébre d’espace-temps) ; elle suffit a décrire a la fois
I'onde quantique et la variété d’espace-temps.

2. Le groupe d’invariance (invariance de forme qui remplace en physique
quantique le groupe de Lorentz de la relativité restreinte) est étendu de
SL(2,C) au groupe GL(2,C) = Cl3.

3. L’équation d’onde usuelle de Dirac est remplacée par une équation amé-
liorée, en simplifiant la densité lagrangienne, avec une possibilité de double
masse propre.

4. L’espace-temps n’est pas le point de départ, mais est une conséquence du
champ des valeurs de l'onde des fermions.

5. La variété d’espace-temps est incluse dans Cl} (groupe d’invariance des

lois physiques).

Les calculs dans Cl3 sont beaucoup plus simples que les calculs avec les
matrices complexes 4 x 4. Les premiers fruits de ces simplifications sont une
meilleure compréhension de :

1. pourquoi il existe un principe extrémal en physique,
2. pourquoi le principe d’équivalence existe en relativité générale,

3. pourquoi la double égalité E = mc? = hv (relation d’Einstein et existence
du quantum d’action) est vraie,

4. pourquoi 'action et la charge électrique sont toutes deux quantifiées,
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5. pourquoi la violation maximale de la parité dans les interactions faibles,

6. pourquoi le spin 1/2 et pas des valeurs entiéres pour les opérateurs de
moment cinétique,

7. d’ou vient le principe d’exclusion de Pauli,

8. pourquoi cette sorte d’équation d’onde existe et comment ces équations
sont liées & la géométrie de ’espace-temps,

9. ce qu’est la conjugaison de charge et comment le puzzle des énergies
négatives se résout,

10. comment la partie fermion et la partie boson du modéle standard se
connectent,

11. pourquoi le nombre baryonique se conserve,
12. pourquoi les leptons sont insensibles aux interactions fortes.

Toutes ces réponses s’obtiennent sans aucun principe métaphysique.

En élargissant I’espace vectoriel des valeurs de 'onde quantique & Cl3 3,
I'onde fermionique rend compte de la plupart des nouveautés introduites
dans le modéle standard :

1. L’existence d’exactement deux quarks avec chacun trois états de couleur,
a chaque génération.

2. L’existence liée de trois générations et de la conjugaison de charge.

3. L’invariance de jauge sous le groupe U(1) x SU(2) x SU(3) du modéle
standard, et I'impossibilité d’un groupe de jauge différent ou plus vaste.

4. La distinction entre leptons insensibles aux interactions fortes, et quarks
liés par les interactions fortes, de couleur. Pour le secteur des leptons, I'exis-
tence d’une particule avec une charge électrique et d’une autre avec une
charge magnétique, le neutrino-monopdle, existence liée aux quatre sortes
de représentations du groupe C13. Le neutrino avec une onde gauche et une
onde droite et le monopoéle magnétique sont deux noms du méme objet.
Il y a un lepton chargé et un neutrino pour chaque génération, plus un
quatriéme neutrino qui est sa propre anti-particule.

5. Pour les quarks, l'existence de douze ondes élémentaires, trois pour cha-
cune des quatre sortes de représentations de Cl3, avec six de ces ondes,
trois gauches et trois droites, formant les trois quarks d’un proton ou d’un
neutron.

6. La quantification du moment cinétique avec la valeur /i/2 pour chaque
particule élémentaire (c’est précisément pour cette raison qu'elles peuvent

étre considérées comme des particules), a savoir : le proton, le neutron,
I’électron et le neutrino-monopdle.
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7. La valeur des charges électriques de toutes les particules et antiparticules
(électrons, neutrinos, quarks...).

8. L’origine de la préférence pour les ondes gauches (voir . L’inclusion
de Cl3 dans End(Cl3) peut aussi expliquer pourquoi 'onde de 1’électron de
seconde quantification peut garder tous les résultats de ’onde de premiére
quantification.

9. Sur la géométrie de I'espace-temps on a aussi résolu 'ambiguité de la si-
gnature de ’espace-temps en relativité restreinte. Puisque la forme quadra-
tique donnant la métrique d’espace-temps vient du déterminant en ,
la signature est nécessairement + — — —.

10. L’équivalence entre équations d’onde sous la forme usuelle et sous la
forme complétement invariante nécessite Pannulation du X de[4:3]

11. L’existence dans le champ électromagnétique de quanta d’impulsion-
énergie (photons), parce que le champ électromagnétique est fait de compo-
santes du tenseur d’impulsion-énergie du champ fermionique.

12. L’existence en physique quantique d’une densité de probabilité et la
nécessité de la normalisation de ’onde quantique. Ceci résulte du principe
d’équivalence entre gravitation et inertie.

L’inclusion de la variété d’espace-temps dans le groupe de Lie Cl5 montre :
1. L’origine géométrique de la fléeche du temps.

2. Une meilleure compréhension de la non-simultanéité en optique.

3. Une origine principalement géométrique de ’expansion de l'univers, et sa
récente accélération.

Tout ce travail n’aurait méme pas pu commencer sans la création, par
Louis de Broglie lui-méme, d’une fondation libre et indépendante, dans le
but de continuer ses recherches en microphysique. Le directeur de cette
Fondation Louis de Broglie fut Georges Lochak (1931-2021), qui découvrit
le monopodle magnétique leptonique, point de départ de ce travail.

Si vous avez des questions ou des commentaires vous pouvez utiliser nos
adresses mail.

Le chemin est ardu, mais Louis de Broglie a revendiqué la nécessité a la
fois de la liberté et de I'imagination. Il a légué sa devise & sa Fondation :
Pour ’avenir.
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Annexe A

Algébres de Clifford

On présente ici les algébres de Clifford. On étudie ’algébre du
plan euclidien et, de maniére trés détaillée, 1’algébre de 1’espace a
trois dimensions. C’est aussi 1’algébre engendrée par les matrices
de Pauli. On y inclut I’espace-temps et on y décrit I’invariance
relativiste. On étudie les différents densités tensorielles de ’onde
de 1’électron. On démontre les identités nécessaires pour obtenir
P’invariance de forme. On étudie les courants gauche et droit, les
vecteurs potentiels et le champ électromagnétique.

L’algébre de Clifford est un outil particuliérement utile : la physique
de la lumiére, de la gravitation, et la physique quantique ont besoin des
ondes, donc on y a besoin des fonctions trigonométriques. La trigonométrie
est grandement simplifiée par I'usage de la fonction exponentielle. Celle-ci
nécessite addition et multiplication. L’addition des vecteurs ne suffit pas,
une multiplication est nécessaire : on doit pouvoir ajouter et multiplier les
vecteurs. Les mathématiques fournissent alors la structure d’algébre. On
présente cette algébre au niveau de difficulté le plus bas possible. Comme
c’est une présentation pour les besoins de la physique, on s’attend a ce
que ce choix pédagogique ameéne quelques critiques des mathématiciens.
Par exemple on a choisi de ne parler que des algébres de Clifford sur le
corps des réels, méme si les algébres sur le corps des complexes existent
aussi. On pourrait méme penser que ces algébres complexes pourraient étre
essentielles en physique quantique, d’autant que la principale algébre de
Clifford utilisée dans ce livre est aussi une algébre sur le corps des nombres
complexes. Mais c’est en fait sa double structure d’algébre réelle et d’algebre
complexe, qui est utilisée en physique quantique.E] On peut aussi considérer

1. Une algébre de Clifford réelle a des vecteurs dont les composantes sont des nombres
réels, et qui ne sont jamais multipliées par i. Une algébre de Clifford complexe a des vec-
teurs dont les composantes sont des nombres complexes, qui peuvent étre multipliées par
i. On peut aussi suivre Doran et Lasenby [66], plus orientés vers la seule algébre d’espace-
temps. L’inconvénient de leur approche, pourtant naturelle en physique relativiste, vient
de ce que les matrices 2 X 2 ont des propriétés trés particuliéres, non transposables aux

243



244 ANNEXE A. ALGEBRES DE CLIFFORD

que ce n’est pas l'algébre qui est importante mais seulement la structure
d’anneau, et méme seulement la structure multiplicative de groupe de Lie.
La présentation qui suit est délibérément faite pour des non-spécialistes, pas
pour les férus des groupes de Lie.

A.1 Qu’est-ce qu'une algébre de Clifford ?

1. C’est d’abord une algebre [9][23], il y a deux opérations : ’addition notée
A+ B et la multiplication notée AB, telles que, pour tous A, B, C' :

A+(B+C)=(A+B)+C ; A+B=B+A,
A+0=A ; A+(-A)=0, (A1)
AB+C)=AB+AC ; (A+ B)C = AC + BC,

A(BC) = (AB)C.

Cette derniére égalité (associativité de la multiplication) permet de suppri-
mer les parenthéses, le produit de trois termes est donc simplement noté
ABC.

2. L’algébre contient un ensemble de vecteurs, notés avec des fléches, pour
lesquels un produit scalaire existe, et la multiplication @v est supposée vé-
rifier, pour tout vecteur u, 'identité :

@il = @ - . (A.2)

ou u - U désigne le produit scalaireﬂ de ces vecteurs. Ceci implique, puisque
-4 est un nombre réel, que 'algébre qui contient les vecteurs contient aussi
les nombres réels.

3. Les nombres réels commutent avec tout élément de 1’algébre : si a est un
nombre réel et si A est un élément quelconque de 'algébre :

aA = Aa; 1A= A. (A.6)

Ces algébres existent pour tout espace vectoriel de dimension finie. La plus
petite de ces algébres, du point de vue des dimensions, est unique (& un
isomorphisme pres).

Les relations (A.1)) et (A.6) impliquent que 1’algébre est aussi un espace
vectoriel, qu’il faut distinguer de l’espace vectoriel de départ. Si on part

dimensions supérieures. Ces propriétés jouent un rdle important en physique quantique.
2. Le produit scalaire vérifie, pour tous vecteurs @, ¥, W et tout nombre réel a :

i T=7-1, (A.3)
(aid) - 7 = ali - 7), (A.4)
(@+7) @ = (T D)+ (T- D). (A.5)

On rappelle aussi que le produit scalaire de deux vecteurs est le produit de la longueur
de ces deux vecteurs par le cosinus de I’angle qu’ils forment.
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d’un espace vectoriel de dimension n, la dimension de 'algébre est 2". On
verra par exemple que ’algébre de ’espace de dimension trois est un espace
vectoriel de dimension huit.

Si @ et ¥ sont deux vecteurs orthogonaux (cela veut dire si if @ - ¢ = 0)
légalité (4 + 0) - (@ + 0) = (@ + ¥)(d + ¥) implique

U-U+U-T+T- U+ 7 U= U+ uv + v + U7,
donc on a :
0=4v+vu ; Ud=—uv. (A7)

Ceci est la différence majeure en comparaison des régles usuelles du calcul
avec des nombres : la multiplication n’est pas commutative et chacun doit
étre aussi prudent qu’avec le calcul matriciel. Il est d’ailleurs toujours pos-
sible d’effectuer tous les calculs en utilisant une algébre de matrices carrées.
L’addition est définie pour toute I’algébre, qui contient des nombres et des
vecteurs, donc on peut ajouter des nombres et des vecteurs : 3 + 5i est au-
torisé. Cela peut sembler étrange et perturbant, mais ce n’est pas différent
de 3 + 5i. Les deux définitions qui suivent sont importantes et générales :

Sous-algébre paire : La sous-algébre paire est la sous-algébre engen-
drée par tous les produits d’'un nombre pair de vecteurs : 4, €1€>€3€y, et
ainsi de suite. _

Retournement : Le retournement, ou réversion A — A change l'ordre
de tous les produits, il ne change ni les nombres a ni les vecteurs : a = a,
i = 1, et 'on obtient, pour tout 4 et ¥, ou A et B :

W =10i; AB=BA; A+B=A+B. (A.8)

A.2 Algébre de Clifford du plan euclidien

L’algeébre du plan euclidien Cls contient les nombres réels et les vecteurs
du plan, 4 = x€| +yés, ou €] et €5 forment une base orthonormale directe du
plan. Cela veut dire que ce sont deux vecteurs de longueur 1, orthogonaux
I'un a Vautre. Ils vérifient : €1 2 = & > = 1, €1-€5 = 0. On pose généralement :
i := €1€5. L’élément général de cette algébre du plan s’écrit :

A =a-+ $€1 —+ ygg + bglgg =a+ l’éi + ygg + Zb, (Ag)

ou a, x, y, b sont des nombres réels. Ces quatre réels suffisent parce que :

—

€11 = €1(€16) = (€1€1)ey = 1€y = €; €xi = —€1; i€y =€)

i€y = —@; 02 =i = i(€18) = (i€1)Ey = —Erey = —1. (A.10)

[N~}

Faisons deux remarques :
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1. La sous-algébre paire Ol est I’ensemble formé par tous les a + ib; c’est
donc le corps des nombres complexes. Cette sous-algébre est commutative.
On peut dire que les nombres complexes sont sous-jacents dés que la dimen-
sion de l'espace vectoriel est supérieure ou égale a 2.
2. Ici la réversion est la conjugaison complexe i = €16 = €261 = —i

On obtient donc, pour tout @ = z€; + yés et tout v = z'e; + y'és dans
le plan : 40 = @ - U+ idet(&, V) ou @ - ¥ = za’ + yy' et ou det(d, V) est le
déterminant xy’ — yz’ des deux vecteurs dans la base (€1, €3).

A.3 Algébre de Clifford de I’espace

La dimension 3 de notre espace est la principale raison de I'importance
de cette algébre. On a expliqué dans le chapitre 1 les autres raisons de
préférer ce cadre mathématique pour la physique quantique.

Cette algebre, notée Cls, contient [3] les nombres réels et les vecteurs de
la géométrie de I’espace, qui s’écrivent :

S P 25 37 ..z

U=z € +x°€ +x°€3 =: €, (A.11)
ou z!, x%, 23 sont trois nombres réels. (€1, €, €3) forment une base or-
thonormale. La deuxiéme égalité est la convention usuelle de sommation

d’Einstein, avec des indices latins allant de 1 & 3. Le produit scalaire véri-
fie :

Elbo=6 Ey=&-81=0; & =& =é"=L1. (A.12)
On pose :
’il = 5253 ; iQ = 5361 ] ig = 5152 ; 1= _’162_'3. (A13)
Cela donne :
it =3 =13 =14’ = —1, (A.14)
Ww=1ui ; i€, =1, j=1, 2, 3. (A.15)

Dans le calcul des carrés on utilise . Pour obtenir la commutation de
1 avec tous les vecteurs il suffit de prouver que ¢ commute avec chaque €j.
I’élément général de Clz est : A = a + @ + i + ib. Pour Cl3 cela donne
14+3+3+1 =8 = 23 dimensions (troisi¢éme ligne du triangle arithméticque).
Cinq remarques :

1. Le centre de Cl3, ensemble des éléments qui commutent avec tous les
autres, est I’ensemble des termes a + ib. Ce sont les seuls éléments qui
commutent avec tous les autres. Ce centre est le corps C des nombres com-
plexes. C’est la principale raison de 'important réle que jouent les nombres
complexes en physique. Dans un CI,, avec n pair, le centre de ’algébre est
seulement le corps des nombres réels. Le fait que le centre soit plus large,
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3 étant impair, est source de nombreuses propriétés que nous détaillerons
plus loin.

2. La sous-algébre paire C’l; est ’ensemble des a + i¥ qui est le corps H des
quaternions. En utilisant le corps des quaternions on se sert automatique-
ment de Cl3 qui est appelée parfois algebre des bi-quaternions.

3. A =a+u— iU —ib : La réversion est, pour le centre C, la conjugaison
des nombres complexes. C’est aussi la conjugaison des quaternions dans la
sous-algébre paire Cli = H.

4. Les termes 10 sont appelés en physique vecteurs axiaux, et pseudo-vecteurs
en mathématiques, tandis que les "vrais" vecteurs u sont appelés simple-
ment des vecteurs. La notion de vecteur axial est propre a la dimension 3,
seule dimension pour laquelle il y a égalité entre le deuxiéme et le troisiéme
nombre sur une ligne du triangle arithmétique.

5. Il existe quatre termes différents et indépendants de carré —1, donc quatre
maniéres différentes d’obtenir des nombres complexes. La physique quan-
tique non relativiste, qui n’utilise qu’un seul et unique terme de carré —1,
ce qui est le cas avec Cls, fonctionne donc comme un logiciel 2D. Ce dont
la physique a besoin, parce que 'espace est de dimension 3, est le logiciel
3D de lalgébre Cls.

A.3.1 Produit vectoriel, orientation

Etant donné deux vecteurs @ et ¥, le produit vectoriel @ x ¥ est le vecteur
orthogonal & u et & ¥, de longueur égale au produit des longueurs de 4 et de
¥ par la valeur absolue du sinus de leur angle, et tel que la base (@, ¥, @ x ¥)
soit de sens direct. En utilisant les coordonnées dans la base (€1, €, €3), on
prouve que, pour tout 4 et tout v :

UC=1U-U+1i U X7, (A.16)
(@-0)* + (@ x 7)% = @5 (A.17)
De (A.16) on déduit :
T U Y JEUN
u-v= §(uv+vu); UXU= 2—(uv — ). (A.18)
i

En divisant (A.17)) par le terme de droite, et en appelant 6 une mesure de
langle (#, ¥/), on obtient :

(@-0)? (@ x 0)?
~(a o112 IENED
% = /1 —cos?() = |sin(6)], (A.19)

[axall=[lal 7] [sin@) (A.20)

5 = cos?(0) + (
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Puis on note det(, ¥, W) le déterminant dont les colonnes contiennent les
coordonnées des vecteurs @, U, W, dans la base (€1, €3, €3). En calculant ce
déterminant, on peut prouver, pour tout u, v, o :

@i+ (7 x @) = det (i, ¥, %), (A.21)
@ x (T x @) = (@ - @)7 — (@ 0), (A.22)
@O = i det(i, B, @) + (¢ - W)il — (W - ©)7 + (@ - §). (A.23)

Du produit mixte on déduit que @ x ¥ est orthogonal & 4 et ¥. Le
déterminant donne le sens du produit vectoriel. On rappelle qu’une
base (@, U, W) est dite de sens direct (c’est-a-dire a la méme orientation que
(€1, €2,83)) si det(w, v, W) > 0, et est dite de sens inverse (c’est-a-dire a
Iorientation contraire) si det(@, ,%) < 0. La régle (A.23)permet d’établir
que, B = (4, ¥, W) étant une base orthonormale quelconque, alors wow = ¢
si et seulement si B est directe, et W = —i si et seulement si B est inverse.

Dans le cas ou @i = 7 on a aussi :

W=UXU;, U=UXwW; =1 X 4. (A.24)
Au contraire, avec ’autre orientation ot #i = —i, on a :
W=UXU;, U=UwXTU; V=10 x . (A.25)

Par conséquent i est pleinement liée & 'orientation de I’espace. Changer 4
en —i équivaut a changer 'orientation de ’espace. Le fait que i determine
Porientation joue un réle essentiel pour le magnétisme et pour les interac-
tions faibles.

Tous les calculs dans Cls se raménent a l’addition (ot on ajoute les
nombres aux nombres, les vecteurs aux vecteurs et ainsi de suite) et a la
multiplication (produit de deux nombres, produit d’un nombre et d’un vec-
teur, produit de deux ou trois vecteurs), grace au produit scalaire, au produit
vectoriel et au produit mixte, tous bien connus des physiciens et des ingé-
nieurs. Dans 'algébre Cl3 il n’y a donc ni mystére ni complication inutile.
Tout ceci devrait étre enseigné dans toutes les universités scientifiques et
techniques, pour faire gagner du temps aux étudiants.

A.3.2 L’algébre de Pauli

Cette algébre, introduite en physique dés 1926 pour rendre compte du
spin 1/2 de I’électron, est 'algébre My(C) formée par les matrices complexes
2 x 2. Elle est égale (isomorphe, pour étre précis) & Cls, mais seulement
en tant qu’algébre sur le corps des nombres réelsE|. Identifier les nombres
complexes aux matrices scalaires, et les vecteurs e; de la base orthonormée

3. L’algébre de Pauli est de dimension 8 sur le corps des réels, et seulement de dimen-
sion 4 sur le corps des nombres complexes.
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B aux matrices de Pauli o; suffit pour identifier les deux algébreslﬂ. Cest
totalement compatible avec les calculs précédents, parce que :

010903 = ((Z) O> = ’i, (A26)

2

0109 =103 ; 0903 =107 ; 0301 = i03. (A.27)
En conséquence, le retourné est identique a l’adjoint (transposé conjugué) :
A=Al = (A" (A.28)

On appellera cette algébre soit Cls soit algébre de Pauli. Certaines per-
sonnes qui ne semblent pas comprendre le concept d’isomorphisme refusent
d’utiliser le calcul matriciel . Quant aux physiciens, qui ont toujours cal-
culé en algébre de Pauli avec des notations compliquées, le plein usage de
Cl3 n’apporte que des simplifications a leurs calculs, sans rien changer aux
résultats.

A.3.3 Trois conjugaisons

A = a+u+iU+ib est la somme de 1’élément pair A; = a+40 (quaternion)
et de ’élément impair As = @ + ¢b. On définit la conjugaison P (appelée
"parité" en physique quantique) par :

P:Aws A A=Ay — Ay =a— @i+ iv — ib. (A.29)
Pour deux éléments quelconques A et B de Cl3 la parité vérifie :
A+B=A+B ; AB=AB. (A.30)

P est 'automorphisme principal de I’algébre. Toute algébre de Clifford com-
porte un tel automorphisme involutif (ce qui signifie : PP est 'identité). A
partir de cette conjugaison et du retournement, on peut définir une troisiéme
conjugaison :

A=Al=aq—d—iv+ib : A+B=A+B ; AB=BA. (A3])

La composition, dans n’importe quel ordre, de deux de ces trois conjugaisons
donne la troisiéme. Seule P conserve l'ordre des produits, tandis que A — A
et A — AT inversent l'ordre des facteurs. Ensuite, a, b, ¢, d étant des nombres

4. Le procédé d’identification pourrait passer pour un manque de rigueur, mais en fait
il est fréquemment utilisé en mathématiques. Ce procédé permet d’inclure les nombres
entiers dans les entiers relatifs, ou les nombres réels dans les nombres complexes. S’en
passer améne des notations excessivement compliquées. Ce procédé considére la base
(o1, 02, 03) comme une base orthonormale de sens direct de ’espace.
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complexes quelconques et @ = a* le nombre complexe conjugué)’| de a, on

b) de ’algébre de Paulil’|on a :

peut prouver que pour tout A = (Ccl d

~ a4 fa" N\ 4 _(d —c\  —=_(d b
A_A _<b* d*) ’ A_(_b* a*) I A_<—C a )
(A.32)
AA =AA =det(A) =ad —bc; AAT = ATA = [det(A)]*; A+ A = tr(A).
Si det(A) # 0 on a alors :

1 0

[det(A)]'AA =1 = <0 X

) ;A7 = [det(A)] 1A (A.33)

A.3.4 Gradient, divergence et rotationnel

Dans Cl3 on utilise 'opérateur différentiel :

= . . 05 01 — 102
0 = €101 + €30 + €303 = <81 T idy —0s > s (A34)
avec[] :
S . . . 0
7 =ate, + 2% + 23e; 0; = i (A.35)

Le laplacien est simplement le carré de J -
A = (01)% 4 (32) + (85)% = 0. (A.36)

Quant on lapplique & un scalaire, da est le gradient de a, et quand on
I'applique & un vecteur, & donne & la fois la divergence et le rotationnel :

Ja = grad a = (01a)01 + (02a)02 + (03a)03, (A.37)
di=0-1+id x@; 07 =divi = Ou' + du? + 05u®, (A.38)
X il = curl(@) = (0ou® — O3u?)oy + (O3u' — 1u?)og + (01u? — Oout)os.

5. La notation a pour le conjugué est aujourd’hui la seule notation utilisée en mathé-
matiques, et la notation a* était usuelle dans les manuels de physique quantique. Donc
on utilisera I'une ou l'autre des deux notations possibles, lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible avec A = AT,

6. L’égalité AA = AA est générale dans Clz. L’égalité AA = det(A) utilise I'iden-
tification entre les nombres réels et les matrices scalaires, ce qui signifie I'inclusion des
nombres réels dans 'algébre de Clifford.

7. Cet opérateur 3 est usuellement noté, en mécanique quantique, comme un produit
scalaire, par exemple & - V. De la résultent beaucoup de complications. Les notations
simples sont trés utiles pour simplifier les calculs.
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Donc, pour toute fonction a valeur scalaire @ = a(Z) et pour toute fonction
a valeur vectorielle ¥ = ¥(Z) on a :

(Ja) = (99)a = Aa; 9(90) = (90)T = AT, (A.39)
- (OxT) =0; Jx (5 ) =0, (A.40)
I x (I x0) =080 7)— AT (A.41)

A.3.5 Centre de Cl;, centralisateur de o3

Le centre d’un groupe est ’ensemble des éléments qui commutent avec
tous les éléments de ce groupe. Pour CI3 le centre est I’ensemble des matrices

0
a-dire a I’ensemble des complexes, privé de 0. Pour simplifier les écritures,
il est commode d’identifier nombres complexes et matrices scalaires (z =
z 0
Le centralisateur A* de o3 est I’ensemble des matrices diagonales inver-
sibles :

. 0 .
scalaires (Z z) ou z est non nul. Ce groupe est isomorphe & C*, c’est-

aeA*@a:CLl 0), a; € C*, ay € C*. (A.42)
0 ag

Ce groupe commutatif, de dimension 4 sur R, a pour algébre de Lie la
sous-algébre A des matrices diagonales. Cet ensemble est a la fois un espace
vectoriel de dimension 2 sur C et de dimension 4 sur R, et un anneau com-
mutatif unitaire. C’est un anneau : la somme de deux matrices diagonales
est une matrice diagonale, le produit de deux matrices diagonales est une
matrice diagonale. Cet anneau est commutatif : le produit AB de deux ma-
trices diagonales est égal & BA. L’unité est la matrice unité. Ce n’est pas

ar 0\ /0 0\ (0 O . .
un corps, parce que <0 0> (O b2) = (O 0). Les éléments de A qui
ne sont pas des diviseurs de 0 sont inversibles :

ol = (“61 01> (A.43)

)

De plus on a :
R (Tt 0 0 -1 U1 0 _(T1 —Y2
o= (3 2)(0 )6 )02

Et de méme on a :

bg =z +Y(—ia) := (J%l 532) i <%2 Zi) <(1) 01) - (zi 55322) o

(A.45)

M~ N—

A.44)
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L’écriture ¢4 permet de considérer Cls comme un module a droite sur A,
(les scalaires x et y étant & droite de —iz), tandis que I’écriture ¢4 permet
de considérer Cls comme un module & gauche sur A, (les scalaires = et y
étant & gauche de —iz). On utilisera ici aussi bien la structure de module a
droite que celle de module a gauche ; il suffit d’utiliser la conjugaison y — ¥
pour passer d’une structure a ’autre. Pour :

. x —
v = (v1, v2) :=v1 + (—i2)ve = ( 1 yz) ,

x2 Y1

[T 0 . [ x2 0
V1 = <0 yl) y Ug 1= <0 y2) 5 (A46)

on a :

P T To\ ¢4 . N

vl = = v, + vyisg = v{ + 200, A.47
(_y2 y1> 1 202 1 202 ( )

V= ( 91 y2> = V1 + Vsl = U1 + 1909, (A48)
—T2 X1

~ o~ .~ Y1 —T2

V=01 —1 = _ . A .49
! 272 (92 Ty ) ( )

Ceci nous donne, pour la somme et le produit dans Cl3 :

(v1, v2) + (w1, we) = vy — igvs + w1 — dgwy = (v1 + wy) — i2(vy + wa)
= (v1 + w1, v2 +wz), (A.50)
(v1, v2) (w1, w2) = (v1 — d2v2) (w1 — dpws)
= V1w — V1i2W2 — I2U2W1 + I2U2i2Ws
= VW] — 19V Wy — 19VW1 + i%@gwg
= Vw1 — Vawa — 12 (T1 w2 + vowy)

= (v1w1 — @2102, vi1wg + 'Ug’wl). (A51)

A.3.6 L’espace-temps en algébre de Pauli

Cette inclusion a été réalisée implicitement avec I’équation de Dirac :

04 3 o1 _ 3.2
X +X Xt —ax7\ 0 0
XX”U#(Xl_i_iXQ XO—X3>’JOU =1I; x =ct, (A.52)
ou ¢ est la vitesse de la lumiére et ¢ est le temps. En utilisant les scalaires
de A, on a:

xY +x3 0
3

x = (z, y)zx—izy;$=X0+X303=( 0 <0 _x

—ioy = X10’1 + X20'2 = 0'10'3()(10'3 + iX2) = —iQ(deg + iXQ),

ix? +xt 0
) 1) | (A.53)

— 2 1 _
y=u= +XU3_< 0 X" — X
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Tout élément M de I’algébre de Pauli est somme d’un vecteur v et du produit
d’un second vecteur w par 7 :

1
M = v+ tw; Uzi(M—I—MT); vl =v (A.54)
1
iw:§(M—MT); wh = w. (A.55)

Ces deux vecteurs d’espace-temps v et w sont uniques. Comme x = x|
Pespace-temps est ’ensemble des M = v + iw tels que w = 0. On appelle
cet ensemble la partie auto-adjointe de Cls. Dans ce cadre, on a besoin de
deux opérateurs différentiels :

V=0 -8 ; V=0+0. (A.56)
IlIs permettent de calculer le dalembertien :
VV = VV = (8) — (61)% — (82)% — (83)% =: 0. (A.57)

La principale raison a l'utilisation de Cl3 vient de ces relations, elles signi-
fient que le dalembertien contient la transformation de parité P: M — M.
(On voit les implications aux chapitres 1 & 4). Avec les scalaires de A, on
utilise la décomposition suivante :

V= (Vl, _VQ) =V1+4+i3Vy; @ = (@1, —62) = %1 + ’i2§27 (A58)
0

_ _ (00— 05
V1 - 80 - 0'3(93 == ( O 60 + 83) ; (A59)
- &+ 0 _
Vi=0y+ 0303 = < 0 0 3 Ao — 83) =Vy, (AGO)
B (o4 0
Vo = 0301 +1i0s = ( 0 —0, + Z@g) R (A61)
%2 = —0’381 - i82 = _VQ, (A62>
V = (V1,Va) = Vi —iyVs. (A.63)

Les opérateurs V; et V5 sont des dérivations, au sens ot ils sont linéaires
et vérifient la condition de Leibniz : soient a € A, v et w deux champs
scalaires, fonctions de ’espace-temps a valeur dans A. a; et as sont des
nombres complexes, les fonctions vy et v, wy et wo sont des fonctions de
I’espace-temps a valeur complexe. On peut écrire :

_ (a1 0 . (U 0 . _ [w 0
= 0 as U= 0 V2 W= 0 wo ’
_ Oy — O3 0 U1 + wq 0
v1[v+w] o ( 0 80+83) ( 0 UQ"”UJQ)

. Oov1 + Opwy — O3v1 — O3wq 0
o 0 Oovz + Oowg + O3v9 + O3we

= Vl[v] + Vl[w]. (A64)
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On a de méme :

Valv +w] = Va[v] + Va[w]; Vilav] = Vi[va] = aVi[v] = Vi[v]a
Valav] = Valva] = aVs[v] = Va[v]a, (A.65)

Ce qui prouve la linéarité. Pour la multiplication on a la régle de Leibniz :

_ (00— 05 0 viwy 0
vl[vw] o < 0 (90 +83) ( 0 U2w2>

_ ((80v1)w1 + v1(Gowr) 0 )
0 (Oov2)wa + v2(Jows)
—[(03v1)wy + v1(F3wy)] 0
- ( 3 0 ’ (O3v2)wa + U2(33w2))
= Vi[v]w +vV;[w]. (A.66)

On a de méme :

Vavw] = Va[v]w + vVa[w]. (A.67)
En outre on peut démontrer la linéarité et la régle de Leibniz pour :

= _ 0o + O3 0 = —01 + 10, 0
Vi= < 0 Oy —83> V= < 0 O +282) ’ (AGS)

ainsi que pour @1, 62, VJ{ et V;.
Soit A et B deux vecteurs d’espace-temps : A = A+ A, B = B° + B.
Le produit scalaire d’espace-temps A - B vaut :

1$B:%M§+B@:%@B+§m. (A.69)
On obtient :
AB+ BA = (A" + A)(B® — B) + (B° + B)(4° — A)
= A°B% — A°B + BA — AB + A°B° + A°B — B’A — BA

=2(A°B° - A-B) =24 B, (A.70)
AB+BA=AB+BA=24-B=2A-B. (A.71)

A.3.7 L’algébre d’espace en matrices réelles 4 x 4

Lorsqu’on utilise une définition matricielle des nombres complexes, on
associe le corps des nombres complexes C a l'algebre My (R) :

i (TTYN L (T Y ¢
Z—x—l—zy—(y x)’ Z=x =1y (—y :c) Z,

det(z) = 2% +y* = |2|%; = =R(2) = =tr(2). (A.72)
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Cette association concerne a la fois la structure algébrique et la structure
topologique de C, 'addition, la soustraction, la multiplication et la division
sont identiques, la norme définissant la distance est la méme. Le 1 de C
est associé a la matrice unité Io de M>(R), ceci revient a identifier nombres
réels et matrices scalaires. Cette identification permet de construire ensuite
Cl3 comme algébre des M et des M tels que :

M =s+1i+iv+ip
= s+ U101 + U092 + U303 + V101 + W09 + Tv303 + ip (A.73)
_ s+us+i(vs+p) up+vy+i(vr —ug) _ (a2
up — vy +i(ug +v1)  s—uz+i(p—v3) “\Nzs oz )’

—~

M=s—d+it—ip; M' = s+ @ — it —ip; M =5 — i — iU + ip, (A.74)

sS+uz —v3—p U +vy Uy — vy a —c f —h
M= |vBtP stus wvi—uz wtv]  fc a h f
T lup—vy —us—wv; s—uz wvs—p | ‘|le —g b —-d|’
Ug + V1 U — Vs p—vUs S—us g e d b
(A.75)
avec :

a —c\. _ _(f =h\. _ (e —g\. _ (b —d
Sl G IS () R VIR B O

a=s+u3; b=s—us; c=p+uvs; d=p—vs,
e=u; —vy; f=ui+vy; g =us+v1; h=uv;— us. (A.76)
L’identification entre C et la sous-algébre de Ms(R) consistant & écrire

7z = (;j _xy) peut se prolonger en une identification entre M et M, et

entre Cl3 et le sous-espace vectoriel A de M4(R) formé par les matrices de
la forme . De plus, comme le produit matriciel peut se calculer par
blocs, on peut identifier Cl3 et A en tant qu’anneaux unitaires non com-
mutatifs. Ce sont donc des algébres unitaires qu'on peut confondre. Cette
identification s’étend, pour les éléments inversibles, au calcul des inverses,
car 'associativité de la multiplication entraine I'unicité des inverses. On a :

MM = MM = det(M) = Qq +iQy = 2124 — 2023 = peiﬁ, (A.T7)
Q -9 0 0

MM — <Q1 —Bng o -EZQQ> _ %2 %1 £1 _?22 . (ATB)
0 0 Qo O
On a aussi :
M= =M =M, (A.79)
MM = 0 — iy = pe B, MMM ‘M = 0214, (A.80)

M~! = p2MM'M (A.81)
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Ce calcul des inverses est 1ié au calcul des déterminants et du polynome
caractéristique. Il y a donc deux maniéres de calculer. Dans Cl3 on a :

— _|X—2 —2
Par(X) =det(XTp = M) = | % (72
= X% = (21 + 2) X + 2124 — 2023, (A.82)

0=M?— (21 + 20)M + (2124 — 2023)I2; 21 + 24 = 2(s + ip).
Orona:

det(M) = z124 — 2023 = [s + uz + i(p + v3)][s — us + i(p — v3)]

- [u1 + vo + i(Ul — ug)][ul — Vg + i(UQ - ’Ul)] (A83>
pe® = Qy +iQy = det(M) = s> — w2+ —p? 4 2i(sp — 4 - D)
= (s +ip)* + (@ + i7)? (A.84)

Ceci nous donne :

1 e M
M-l — “M4+2 ip) o] = A.85
G M s i)l = (A.85)
— s—us+i(p—vs —(ug +va) +i(ug — 1)
M = , . . A.
<U2 —uy —i(vy + ug) s+ uz +i(p+ v3) (A.86)
Et on a aussi :
Q=ab—cd—ef +gh; Qo =ad+bc—eh— fg, (A.87)
MM = MM = det(M); M = ( zi _ZZ2> (A.88)
—z1 1
De méme le polyndéme caractéristique de M est :
a—X —c f —h
| ¢ a—X h f
det(XIy — M) = . g b-X —d (A.89)
g e d b—X

= X4~ k1 X 4 ko X2 — ks X3 + ky; by = det(M)

k1 = 2(a+b) = 4s, ( )

ko = (a+b)2 + (c+d)? +20 = 4s* +4p* +2Q;, (A.91)

ks = 2[(a+ b)) + (c + d)] = 4(s + p€a), (A.92)
det(M) = p? = Q2 + Q3 = | det(M)|?. (A.93)

Par conséquent il vaut mieux éviter d’écrire M = M, on préférera :

M=M; M"="M. (A.94)
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On a pour tout M I'équation caractéristique :
M* — 4sM?® + (457 + 4p? + 201)M? — 4(sQ; + pQ)M + p? =0 (A.95)
Comme la multiplication des M correspond exactement a la multiplication

des M, on obtient, pour tout élément M de C13, 'identité remarquable :

— M3+ 4sM? — (457 + 4p® + 20) M + 4(sQy + pQa) = M (2 — iQy).
(A.96)

A.3.8 L’exponentielle dans Cl;
L’algébre de Lie du groupe de Lie CI3, groupe multiplicatif des éléments

inversibles de Cls, est 'algébre Cls elle-méme. La fonction exponentielle
applique 1’élément général M de l'algébre sur le groupe de Lie. Soit :
M = 29+ z101 + 2909 + 2303; z; = x; +1iy;,§ =0,1,2,3, (A.97)
ot les x et les y; sont des réels quelconques. On pose :
N = 2101 + 2909 + 2303 (A.98)
Comme les nombres complexes commutent, on a :

M — eZ()+N — %0

e

> NJ
N _
e = g e (A.99)

e?0elV; e = P00 — o0 (cog g + isinyg),
j=0
Oron a:
N2 =22 422 4+ 22 = n=ny +iny,
ny =i + a5 + a3 —yi — Y3 — y3; n2 = 2(x1y1 + oy + w3y3). (A.100)

On utilise maintenant une racine carrée r de n (définie au signe preés) :

ny+/n? +n3 Tz\/—nl—&—\/n%—l—n%
2 )

n=r%; r=r4iry; r =

2 b)
N? =72 =n; N3=N2N =nN; N*=n?%, N> =n?N; N®=n3, ..
e™ = C(n) + S(n)N, (A.101)
Avec :
= = r¥ e’ +e "
C(n) := Z — = Z — = cosh(r) = ————
| |
= 2)Y = (2))!
= cosh ry cosry + i sinhrq sinrg (A.102)
> n’ 1o r2itl 1
S = = Z . — Zginh
(=2 CTESV: 2 @i o)
7=0 7=0
e —e " 1, . . .
=, = ;(smh 710819 + i coshry sinrg). (A.103)
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Et on a :

eM = e*[C(n) + S(n)(z101 + 2209 + 2303)]
e [C(n) + S(n)zs] €*S(n)(z1 —iza)

- (S SEm s) o
Orona:
1 = cosh?(r) — sinh?(r) = C%(n) — nS3(n), (A.105)
det(eM) = e0[C(n) + S(n)25]e*[C(n) — S(n)z4]
ezOS(n)(zl +izg)e Z“S( V(21 — iz2)
e**[C?(n) — $%(n)23 — S*(n) (27 + 23)]
e?*[C?(n) — nS2(n)] = ¢2%0, (A.106)
det(e™) = C2(n) —nS%(n) =1 (A.107)

Donc e est un élément de SL(2,C) et 2yo est 'angle d"Yvon-Takabayasi
de eM. Les conjugaisons nous donnent :

7T - - = =2, =2 | =2 — —2
M =Zy— 2101 — 2209 — 2303, Z] + 25 +Z3 =n=7",

e/]\\/[ = eM = %0 [C(ﬁ) —S(n)(z101 + Z202 + 5303)} (A.108)
M — 20 — 2101 — 2209 — Z2303; M +M = 22’0 = tI‘(M),
eM = M — ¢ [C(n) — S(n)(z101 + 2202 + 2303)], (A.109)

7 T = - - - 2 52, 52— =
M:MT:M:zo+zlal+2202+2303;zl+22+z3:n:r,
eM

= M = ¢2[C(n) + S() (2101 + Z202 + F303)]. (A.110)

Pour ¢p = eX et x = f(f _77772)0na:
2 1

20 + 2101 + 2909 + 2303 = (ZO+‘23 21222) :\/i(gi _772>

21+ 120 2o — 23 m
zp = %(51 +m); 23 = %(51 — 1), (A.111)
212%(52—772); 222%(52‘5‘772)-

Comme p est le module et 8 est un argument de det(¢), on a :
1 _
— ,2xo. _ > _
=e 0 2xg=20+20 = —
p 0=7%20+Zo \/5(51 + & +m + )
i
2y = —= (=& + & +m — ), (A.112)

f

1
n =2+ 25+ 2 = ~2i + (& — 2607 + 7). (A.113)
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A.3.9 Projecteurs

Le centre de Cls, c’est-a-dire ’ensemble des éléments qui commutent
avec tous les autres, est C. Il en résulte que Cl3 est aussi un espace vectoriel
complexe noté My (C) quand on s’intéresse aux matrices, et noté GL(2,C)
quand on s’intéresse aux applications linéaires de C? dans C2. Une base de
cet espace vectoriel est formée par les quatre éléments :

(1 0\ 1+o3 (0 0\ 1l-—o03
(0 0\ o1—io2 (0 1\ _ 04109

Les deux premiers termes de cette base (p., i, py, pr) sont des projecteurs,
car ils vérifient :

PE=ps pi=p; pePi=ppr=0; prtp=1; p.—p =03 (A.116)

Ces projecteurs font partie du centralisateur A de o3, donc on a :

a€Asa= (%1 6?2) = ai1p, + aspy (A.117)
% = eMPrtazp — (eal 0 > = ealp + eazp (A 118)
0 e " b ’

Ainsi les projecteurs linéarisent (partiellement) la fonction exponentielle.
Deux autres projecteurs sont importants en coordonnées sphériques :

14+u 1-—
ti= —;u; pT o= u7 (A.119)

p

ou 'on utilise les vecteurs :

X:= X10'1 + X20'2 + x3cr3 = ri,
L cos® sinfe ¥\ — 5 -
v (sin@ei‘p —cosf ) o= V(D4 (x2)2 + (33)2 (A.120)

Avec ces définitions, on a :

=1, 4= _S035"1, §:= e_ghe_%“; pt —p =1, (A.121)
ptpt=p% pp =p7; pTp =pp =0, p" +p =1, (A122)

_ usz+tos3 _ _ Uz —o03

ptpi=pp — 5 PP

usz + 03 _ _ Uz — 03
pror=ppt+———: pp=pp — —5—. (A.123)

2 2
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On a aussi :

44 _Lt-us oo 4o 1 =

Pt = —5—p"s P :Z[_03+U3u+l(u102_u201)]a

_ 1 L. _ 14wz _

p pm*=Z[—03+u3u—l(uloz—uzol)]; PR = 5P

1+ usg _ 1 S

poepT =" pTppT = Jlos —usli—i(wor —uson)], (A124)
_ 1 . . _ _ 1—U3 _
p ppt = Z[US—U3U+Z(U102—U201)]; P prp = 5 p .

A.3.10 Identités de Kriiger
Ces identités sont utilisées dans le chapitre C, pour résoudre I’équation
d’onde par séparation des variables en coordonnées sphériques. On pose :

! =:rsinfcosy; x? =:rsinfsiny; 3 =:rcosb,

ilzdgg = ’iUl ; i2:031 = iO'Q ] i3:0’12 = i037
uy : =sinfcosp; ug :=sinfsinp; uz =cosl; u:=ujo1 + ug0y + uzos,
_ P4 8, A 1/ —1
Si=e 2Be 22, O =0:=7r"'(sinf)" 25, (A.125)

1 1 =
0 = 038T+*0169+_70'28¢; 0 := 0101 + 0905 + 0303.
r rsinf

Avec 1) et |i rappelons que Pon a V = 8y — d = Vi + V5. La

dérivation d’une fonction composée nous donne :

Cor 9 900 dp 0

] P - . T~ A . T~ . A-12
i = o ar ox 06 T v D (A.126)
Et 'on a :
=6+ )+ ()%,
)2 4+ x2)2]3 2
0 = Arctan %}, ¢ = Arctan [;}, (A.127)
or x99  cosbeosp 00 _ cosfsing 90 sing
oxi  r’ oxt r Toox2 r Toox3 )
Op sinp  Jp cosp Oy
—r - _ . _ = . — = 0. A12
ox! rsin@’ Ox2 rsinf’ Ox3 0 ( 8
On a alors :

5_ ( 9 0 2‘82) 0y = cos0, — 209, (A120)

01 + 10, —03 r
o g cos 0 i
O + i = ' (0, + - 89+7rsinea“’>’
o —ip cosl i
0 —idy = =% (0,+ "0 - —— eag,). (A.130)
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Ceci nous donne :

= 1
8:50'35_167-+SO’15_1;(99+SO'25_1 (A131)

rsin@aw'

Puis on obtient :

5(09) = So35718, ( S¢>)

rv/sin 0

1
+ S0 87129,
71 r G(T\/smf)

qu) (A.132)

1 8(
rsinf ks rv/sin @

+ S0p8! s¢>)
Ceci nous donne :

o~ — 0; -1 —9 o~
8(Q¢):Q(0371—a 2 T Z3)S)¢

Lorsing 2 orsing

1 1 ~
+ Q(O’ga + *0'169 + 4.1190'28@,0)?23
1
—0—1—9(038 T Ulag-l- —— 020 )¢
— 086, (A.133)

Ensuite, parce que  ne dépend pas de x° = ct, avec :

V=08-8 V' =8-08 =08 - (agar + Lo0p + _L@asp)
r rsin 6

I — (90—6 _%(6‘9 5111108 ) — / : /
V= (—(30 + 5550 o + 0y = VitV
Oy — Oy 0
Vi= ( 0 00 + 0, > = 0o — 030, (A.134)
Dy + 0y 0 i 1
- 7 sin 6 — -
Vy ( 0 rsmaa - 89) Py smaaw + Taga(,, (A.135)
on a: R R R
V(Q¢) = QV'¢ = QV] +i2V5)o. (A.136)
Donc on a : R R
[B(Ve)]T = (6V)o. (A.137)

Laplacien en coordonnées sphériques
Le laplacien d’un terme A vaut :
A= (VV)A=V(VA)
= (8y — 9)(BoA + JA) = o0 A — DDA + DDA — HOA
= 9ydp A — DA, (A.138)
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On a aussi :
A :5[( )]:5[9( B)]; A=QB; B=Q 4,
QUFF)B] = QT (9 A) (A.139)

Qu
| |
Qn
&
| |

o 1 1
§§ = (agar + =010 +
rsinf

02890) (038 + 0139+ 11n 023)

= 528,0, +ag(1alag) + 030, (T llne 720 )} (A.140)

1
+= (105000, + ;0%3939 + 010y (rsifw%)

1 g1 1 2
+ 7 sin 6 [02038“0& + 78@80 + rsin 9028@8“0]
On obtient alors :
. 1 ; ; ,
I = 0,0, + - L 900y 0ol 2 0p — —3 P29, (A.141)

n?0 7 r2 r2sin? @
Pour une grandeur phys1que A qui ne dépend ni du temps ni de 'angle ¢,
on a :

OA = Q[ — 8,0,(Q"1A) — Dp0p(Q 1 A) + 2, ag(Q—lA)}

72 sin” 0 r2sin” 0

= Q[ - 0,0,(Q71 ) + 20071 A) + 202 A)]]. (A142)

r2gin? 6

A.3.11 Lois de I’électromagnétisme dans C'l3

Le cadre le plus simple pour exprimer les lois apparemment compliquées
de I'électromagnétisme est aussi Cls : on appelle A = Af le vecteur d’espace-
temps "potentiel" et on calcule, avec 'opérateur de Dirac V = o#9,, = v,
ainsi qu’avec A = AO+E, le champ électromagnétique F' = E+iH associé a
ce potentiel. C’est un pur bivecteur dans ’espace-temps, somme du champ
électrique E et du champ magnétique iH , un vecteur axial. La dérivation
du potentiel A donne :

E+iH=F=VA=(d)—d)(A° — A) = 9y A° — 9yA — JA° + HA
= (80A° + 8- A) + (—9pA — JA®) +id x A,
E=—0,A—3A% H=8xA. (A.143)
Donc on obtient un bivecteur F', somme du seul vecteur E et du pseudo-

vecteur i H , si et seulement si la conditions de jauge de Lorentz 0 = 9yA° +
0 - A est vérifiée. On a aussi :

F=(0A" 4+ A)— (—0yA — JA%) —id x A,
F_ -

(=0
F— 2[(—Op A — GA®) +id x A = 2(E + iH) = 2F. (A.144)
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On pose donc :

F:=E+iH:==(VA-VA) = %(VE—AW). (A.145)
Ceci implique :

F=-Fl=_E+4+iH= %(ﬁA — AV). (A.146)
o1 - 1 -
VE = (VWA - VAV) = (04 - VAV), (A.147)

O:=VV = (8 — 9)(0o + ) = 8ydy — D101 — 0205 — D305
= (8y + 9)(0o — ) = VV. (A.148)

De plus on obtient :
VF =V(VA) = (VV)A = 0A = AL, (A.149)
1 - 1 ~
(VE)T = (VA - VAV = (04— VAV)T

1 N N -
= 5(40 - VAV) = ;(0A - VAV) = VF. (A.150)

N | =

Par conséquent j = VF est aussi un vecteur covariant d’espace-temps, ap-
pelé "courant". On a aussi :

i=j"—j=VF = (8 — 0)(—E +iH) (A.151)
=0-E+4 (—00E+dx H)+i(0H+d x E)—id-H. (A.152)

En séparant les parties scalaire, vectorielle, pseudo-vectorielle et pseudo-
sclaire, on obtient les équations de Maxwell :

jo=0-E, (A.153)
j=0E-dxH, (A.154)
0=080H + 0 x E, (A.155)
0=0-H. (A.156)
On a aussi :
—VAV = (E +iH) (-8, + d)
=0-E+(—00E+dxH)—i(0H+dxE)+id-H
E—(
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Une autre forme d’électromagnétisme existe quand A = A" (vecteur d’espace-
temps) est remplacé par iB = —i BT (pseudo-vecteur d’espace-temps) :

E,. +iH, =F, =ViB = —iVB

= —i[(8y — 8)(B° — B)] = —i[8,B° — 8, B — dB° + 98]
= —i(0yB° + 8- B) —i(—8,B —9B°) + 0 x B
H,, =0yB+dB° E,, =0 x B. (A.158)

On a donc aussi obtenu un bivecteur F,,, somme du vecteur F,, et du
pseudo-vecteur iH,,, si et seulement si la condition de jauge 0 = 0,B°+0-B
est vérifiée. On a aussi :

—iBYV = F,, = —i(0yB° + 8- B) + i(—9,B — dB°) —d x B
F, — F,, =2[i(0yB + dB°) + 8 x B] = 2(E,, + iH,,) = 2F,,. (A.159)
On pose donc :

N - 1 —_— = ) ~ —
Fyp = By + iy, := 5(ViB = ViB) = %(—VB +BV).  (A.160)

Ceci implique :

Fp=—F}, = —Ep, +iH,, = %(@B ~ BV). (A.161)
V= 5(VVB = VBY) = (0B~ VBV). (A.162)
De plus on obtient :
VFE, =iV(VB)=i(VV)B = i0B = iB0O, (A.163)
(VE,)! = (iBO)! = —i0B = —VF,, (A.164)

Par conséquent —ik = V I}, est aussi un pseudo-vecteur covariant d’espace-
temps, appelé "courant magnétique". On a aussi :

—ik = —ik" 4+ ik = VE,, = (8 — 0)(—Ep + iHpy,) (A.165)
=3 Ep+ (—00Em + 0 x Hy) +i(0Hp + 0 x Ep) —i0 - Hyp,.
En séparant les parties scalaire, vectorielle, pseudo-vectorielle et pseudo-

scalaire, on obtient les équations de Maxwell pour le magnétisme (attention
aux signes!) :

0=0-Epn, (A.166)
0=—80Em +8x Hyp, (A.167)
K= OgHy + 3 x Ep,, (A.168)
ko =0 Hp (A.169)
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On a aussi :

—iVBY = (Ep, + iH,,) (30 — ) (A.170)
=8 B+ (80Em — 0 x Hy,) +i(0pHp + 0 x Ep) — iV - Hy,
= —i0 - Hy, +i(0oHp + 0 x Ey) = —iko + ik = VF,, = 0iB.

L’électromagnétisme complet, avec a la fois des charges électriques et des
charges magnétiques, suit donc les régles simples :

F=VA+iB; j—ik=VF; O(A+iB) =j— ik (A.171)

A.4 Densités tensorielles

On écrit I'onde de 'électron sous la forme :

o=vate =z (g ). (A172)
§&2
ce qui nous donne :
b=vam -va (1 F). (A173)
T * *
ol =V2 (g) D p=V2 (%) =V2 (_77%2 2?) : (A.174)

A.4.1 Calcul de () et 5, déterminant

On a avec les matrices de Dirac :

O =9y = (nt &) (g) =nle + &M =ni& + 3o+ Em + Ema,

Oy = P(—ins)p = (' &) <_(§I ZOI> (g) = —in'¢ + i€ty (A.175)
O+ = 2016 O — i = 26T Qp = i(—njér — n3&a + & + E3ma).
Tandis qu'en algébre de Pauli on a :
¢p = d¢ = det() = 2(&1n} + Eamy) = 27'E = Oy + iy, (A.176)
691 = 816 = det(¢)” = 2(m&; +m283) = 2Ty = Q — Q. (A.LTT)

On obtient aussi, pour tout ¢ a valeur dans Clg :

ldet(9) '] = 1; ¢~ = det(¢) 0. (A.178)
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La seconde raison de notre intérét pour Cl3 vient du sous-ensemble C'l3 des
éléments inversibles, qui vérifie det(M) # 0 et forme le groupe de Lie mul-
tiplicatif. De plus, ce groupe de Lie a commme algébre de Lie I'algébre Cls
elle-méme. Ce groupe de Lie pour la multiplication est le groupe d’invariance
utilisé dans tout ce livre. La plupart des progres apportés par 'algébre de
Clifford en physique quantique viennent de la multiplication des fonctions
d’onde, qui ne sont pas calculables dans la théorie de Dirac utilisant une
fonction a valeur dans C*.

A.4.2 Calcul des Dy,
Ce calcul donne aussi les R}, de 11 suffit pour cela de remplacer ¢

& i

des composantes du vecteur Dy = J. Avec les matrices de Dirac on a :

par M, c’est-a-dire /2 (51 _172) par <CCL Z) On commence par le calcul

i —Bre =t (% %) (§) o dore.

On voit immédiatement ici que le courant J est la somme des deux courants
Dgr et Dy :

Dj = J* = Df + Df; Dfy = ¢764¢; D = nfo'n, (A.180)
Cela vient de :

o Atos (& w3 (1 O & &\, (88 &S
Dri=¢—F—0"=2 (52 n ) (0 0) (—172 m) =2 <£r§2 5;@)
=61+ 03) + 6581 —03) + & 61 (01 +i02) + & (01 — i02)

=+ (Eostos + (01801 + (ET098) 00 = (£167€)0,,. (A.181)

De méme on a :

1—o03 &1 —77*) (0 0) ( &1 f*) < 05702 —77*771)
Dy = T ) 2 1 2\ _ 2 2 2
Li=9m5—9 <£2 iy J\0 1) \=m m —ninz  mim

= nan2(1+03) +nini (1 — 03) — nym (o1 +io2) — nyn2(o1 — iog)

=n'n+ (n'o’nos + (n'o'n)or + (n'on)os = (n'o¥n)o,. (A.182)
Et on a:
140 1—0o
Dr + Dy = ¢( 5 3+T3)¢T=¢¢T=D0=J, (A.183)
140 1—0o
Dr—Dr = ¢( 5 2 - 73)& = ¢o3¢’ = D3 = K. (A.184)
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Cela donne :
Df = J° = ool + nloon = &€ + &8 + mnt + nans, ( )
Dy =J" =¢&T01& —nloin = G185 + L& — mns — nanf, (A.186)
Dj = J? = £l02¢ — nloan = (6165 — L& — mn + nanp), ( )
D = J% = los8 — nlosn = &1&5 — && — mnt + nans. ( )

En commencant maintenant par les densités connues dans le formalisme

ancien des matrices de Dirac, on utilise (plus de détails en [B.1.1) :

e300 -0 ) =

; 0 —o;\(I O 0 ' .
e DG D s
K = K'g, = (£16#€)0,, — (n'0"n)o, = D — Dy, = Ds. (A.191)

On obtient donc :

DY = &&5 + &6 — mni — mens, (A.192)
D} = &1&7 — && +mni —mn;, (A.193)
D3 = &165 + &b + mns + nani, (A.194)
D3 = i(€165 — &&f +mns — n2my). (A.195)

Pour les calculs des composantes de D; et Do, qui sont inconnus du
formalisme matriciel ancien, on se sert directement de I’algébre de Pauli :

Dy +iDy = ¢(oy + ioo)¢'
o & _ a8 m&
(52 Uit ) ( ) < 2 > <—n2£2 77152) (A.196)
2[—m2&1 (1 + 03) + méa(1 — a3) + m&i (o1 +i02) — néa(or —i02)]

=2[["¢ + ({1 o38)os + (7' 015)01 + (7T o2€)0a
Dy +iD2 = 2(776"€)o,; 0 = (—n2 m). (A.197)

On obtient de méme :

Dy —iDy = ¢(01 — io2)¢'

Go—m) (0 O\ (& G, (L —&n

2[—=&im (14 03) +&n1 (1 — 03) — Emz (01 +i02) + E517 (01 — i02)]
=2["7 + (Tosn)os + (ETo1n) o1 + (€l oa7) o
Dy —iDy = 2(£76"9)0,.. (A.199)
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Donc en ajoutant et en soustrayant on obtient :

DY = —&ins — &me + &5 + o,
D? ==& — &im2 — &5my — Sams
Dj = &7 — &ama — £33 + &,

DT =i(—=&nf + &omz — &5 + &m).

DY =i(=& s + Eime + & — Eam),
D3 = i(—&in5 + &imo — &} + Eam),
Dy =i(&n} + &ame — &3 — &m),
D3 =&t + Sam + Ems + Sim.

A.4.3 Calcul des S5;,

Pour le calcul de S = S3, le formalisme des matrices de Dirac donne,

avec SH = iyt -

B3 := 857 = iy' 7.
Et on a :
i'yl’yQ — (0 —U1> <0 —02) o3 O> 7
op 0 oa 0 0 o3
et de méme on a :

. o 0 . 1 0
iy = <01 01> ity = (02 02) '

On obtient alors :

B} =S = (5 ¢) (({f O) <5> — nosé +Elaan

g3 17

I
7N

=& — a2 +E&m — &5ne.
Et de méme :

E} =53 =nloié + om=ni& +n3é1 + Emo + Em,
E3 =553 = nlosd + oom = i(—njl + m3& — En2 + Em).

Ensuite on a :

(A.208)

(A.209)

(A.210)

(A.211)

(A.212)
(A.213)

(A.214)
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ce qui donne :

m=sP = ) (75 o) (§) =inmericton (a2

101 n
= i(—n1&e —n3&1 + &2 + Em).

De méme on a :

Hj = 83" = —inloal +i€loam = —njo —m3& + &2 — Em, (A216)
H == 530 = —intosé + osn = i(—ni& +npéa + Em — Emp). (A217)

On en déduit que :

532 414850 = 2nl o5& = 2(&unt — &on), ( )
533 +iS3Y = 2no1& = 2(&ami — &), ( )
S31+i83° = 2T o0t = 2i(—&ant + &1m3), (A.220)
53 41830 +iS3" — 530 = 4oy, ( )
83% +183° — iS5 + S3° = &y, ( )

Et on a:

23 31 12 10, 20 30,
S3°01 4+ 85709 + S3703 4+ S371i01 + 55 i0s + S5 io3

B 32 4 i3 3 4 iS30 — iSP + S0
T\ 53% 10830 +is3t — 530 —(83% +153°)
9 (51771k — 8213 28113 )
26m1 —(&ni — &2m3)
5 <£1 —ni*) <1 0 > <77T n;)
& m J\0 —-1J\-& &
= ¢o3p =S = 53, (A.223)

Pour le calcul des composantes de Sy et de Sa, qui sont inconnus du forma-
lisme des matrices de Dirac, on part directement de 1’algébre de Pauli. On
se sert de :

140y & 0y . l—o3 0 -
Ri=¢— —\/§<£2 0),L._¢ 5 _\fz(o ni‘2>’

1 1 — 1
Sk = 5(51 + ZSQ) = ¢§(O’1 + 7:0'2)(b = R§(0'1 + iO’Q)R, (A224)

SL = %(Sl — ZSQ) = (]3%(0’1 — 7:0'2)6 = L%(O’l — iag)z. (A225)
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On pose :

Sk = Eg +iHp; Ep:= Epoj; Hp := Hpoy,

1. @23, 2 . @3l. ;3 . qQl2. g ._ i0
ER Ch R ) ER Ch SR ] ER Ch SR 9 HR - SR,
7 T B I . T — T
SL .—EL+ZHL, EL = ELO'j, HL -_HLUjv
1. @23, 172 . @31, 3 . @12, 17i . @io
EL Dl L ) EL D SL ) EL Chd SL ) HL Dl SL .

Cela donne :

Bh= 3@ -G+8-8) Hh=5(-€+8+8-8)

. : ]
Bp=5(@+8 -G-8 Hp= (@ +8+§+8),
Ej = —6& —&1&; Hy = i(&16 — 6162),

1 _ _ 1 _ _
Ep =i =3+ —m5); Hy =5 0f —n3 =77 +1753),

i B ~ 1 _ _
Y = S0 +n3 =7t —13); Hi = 5(—nf =3 — 7 — 7)),

E} = —mme — iy H} = i(—mne + M)
Le lien avec S et Sy est :

Sl=E1+iﬁ1ZSR+SL=ER+iﬁR+EL+iﬁL,
E\=Er+Ey; H =Hp+ H,

(A.236)

Sy = EQ +iﬁ2 = —iSgp +1iSL = —i(ER-f—iﬁR) —l—i(.ﬁL +iﬁL),

E, = Hp — Hy; Hy = E; — Ep.
On obtient alors :

S1? = —&1& —mn — 86 — nins,
S0 = i(&&s —mna — E16 +1in3),

1 * * * *
St =& =G - + &7 - &7 i - ),

{ * * * *
510 = 5(_5%"‘53 +0f —n + &7 =& =0+ 03?),

1 * * * *
S =@+ G —mi -+ 7+ &7 - - Y,

St = §(£f+§§ i 4 — &7 - &7 -0 =),

(A.237)

(A.238)
(A.239)

(A.240)

(A.241)
(A.242)

(A.243)
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De méme on a :

S3% = i(&1&a +mm2 — £165 — mi3), (A.244)
830 = &€& — mmz + E1&5 — 0in3, (A.245)
P =G+ E - ), (A216)
SO =SS+ G B - ), (A7)
P = (-G -GHm B G P ), (A249)
S = @GR B ) (A29)

On obtient aussi le nombre de 36 densités en remarquant qu'’il y a 8 carrés
et 28 = 8 x 7/2 paires.

Calcul des EZ

Soit ¢ un élément inversible de C1}, de déterminant pe”. Soit D et D
les similitudes telles que :

D:x—xX =D(x)=¢xp' ; D:x—x' =D(x) = Px6. (A.250)

Soit P tel que :
¢ = /pe'? P, (A.251)

et soit Lo et Lo les similitudes telles que :
Lo:x—x' =Lo(x) = PxP'; Lo:x~—x' =To(x) = PxP. (A.252)
Ona:
pe’? = det(p) = ¢pp = \/ﬁeigP\/ﬁeZgﬁ = pe' PP, (A.253)
alors on obtient :
PP=1; P=P'; To=Lo" (A.254)
P est donc un élément de SL(2,C) et Lo est une transformation de Lorentz.

On sait que, pour une telle transformation, si on note (Lo) la matrice de Lo
dans une base orthonormale et g la matrice-signature :

(A.255)

Q
I
cocor
o
|
—
o
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alors on a la relation suivante, M? étant la matrice transposéeﬂ de M :
(Lo)™* =g(Lo)'g ; (Lo)g = g(Lo)". (A.256)
Et on a aussi :

D(x) = ¢xo! = /pe'® Px\/pe=13 Pt = pPxPT = pLo(x),  (A.257)

alors :
D =pLo; (D)= p(Lo). (A.258)
De méme on a :
D(x) = MxM = \/ﬁeigﬁx\/ﬁe_lgﬁ = pPxP = pLo(x), (A.259)
D =pLo; (D)= p(Lo). (A.260)

Multipliant (A.256)) par p, on obtient :
(D)g = g(D)" ; (D) =g(D)'yg. (A.261)
Cela donne, pour j =1, 2, 3et k=1, 2, 3:
—0 —j —0 P =k ;
Dy=Dy; Dy=-DY; D;=-D}; D, =D] (A.262)

Le résultat est : les lignes, comme les colonnes, de la matrice (D,‘j)7 sont
orthogonales, parce qu’on a, pour D et pour D :

D,= (;Scrﬂngr = Do, ; D, = ¢o,p= ﬁZcry, (A.263)
D, -D, =D, D, =6,p" (A.264)

A.4.4 Preuvede V = MV’]\/Z

Puisque ¢ a la méme structure que M, on va utiliser la méme notation :

M =2 7)=+2 (g _777172) : (A.265)

et cela donne :
M=v2(n =2 <Z; _é?) : (A.266)
Mt =2 (_57172 %) . M =2 (_77%2 Zf) . (A.267)

8. La transposition échange les lignes et les colonnes : si M = (Z Z) alors : Mt =

(Z 2) On a, pour toute matrice A et B, (AB)! = BYA? et det(A') = det(A).
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On obtient :

e (w m\ (-0 —&+idh\ (m —€\ (A B
MVM_Q(—@ &)(—81—2’55 a+a, )\ &)=\ b

(A.268)

Les R}, s’obtiennent avec (A.185) a (A.195) donnant les D}, on a :

A = 2[(mny +nm2m3)0 + (—mns — n2n7)0;
+i(n2my — mn3)0 + (=mni + n2n3)05]
= (Rg — R3), + (R — R})0; + (RS — R3)05 + (Rj — R3)04
= RED, — RED, = Dy — Ds. (A.269)

C = 2[(&1m2 — Eom) 0y + (=& + E2m2) 0y
— (& + &ama) 05 + (§172 + E211) 03]
= (=R} —iRy)d) + (—Ry — iR3)9] + (—R} —iR3)d5 + (— R} — iR3)0;
= “RID, — iRLD), =~y — iDs, (A.270)
B =2[(&5m5 — &ny)d + (=& + Em5) 9,
+ (&5 +Em3)05 + (§1m5 + E5m7) 05
= (=R +iR%)0) + (=R} +iR})D, + (—R? +iR3)04 + (— R} + iR3)04
= —R{0,, + iRL0,, = —0y +i0;. (A.271)
D = 2[(&1€7 + £283)0) + (€165 + &267)0
+i(6165 — &267)05 + (§1€7 — €265)05]
= (Rg + R5)3p + (Ry + R3)0 + (R + R3)0; + (Rg + R3)0;
= Rg@; + R‘;@L =0y + 03. (A.272)

donc on obtient :

e ,’\7 A B o 60—63 —81+i82 o
moir- (38 - (%% B v e

A.4.5 Preuve de det(R}) =r*

On pose :

voY2) XOJFXB leixz . yll yé . X0/+X3/ Xll—ile
ys ya) T \xP4ix® x0—x3 ) s wh) T &V ix? x —x3 )
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Y1 10 0 1 x0
dy2] |01 =2 0 x! .
Y= Y3 o 0 1 ) 0 X2 - NX’
Ya 1 0 0 -1 x3
Y, 10 0 1\ /&
! 01 —i 0 v
Y = zz =10 1 Z,Z 0 ;’ =NX'. (A.275)
Ya 1 0 0 -1/ \y¥
On a alors :
X=N1'Y; X'=N"1'Y". (A.276)
On pose aussi :
Y'=PY; X' =DX. (A.277)

On obtient :

PNX=PY=Y'=NX'=NDX; PN=ND: D:N71PN,
(A.278)

ce qui entraine :
det(RY,) = det(N~"PN) = det(N ") det(P) det(N) = det(P).  (A.279)
On a:

! / _ * * * *
<y} y?) =x = MxM' =2 <fl 77*2) (yl 92) ( 3 52) (A.280)
Ys  Ya & m Ys Ya) \—m2 M

L&y — 38Ty S8y — 3853
—&1may2 +nameys +Himy2 — DAY

85y + 118y &by + &M Ys
—&amay2 — MiN2ys  +E2m1Y2 + NiMYa

ce qui donne :
§&1 —&me —&ins mens
Vi py: p_ol|&é &m —&Gnz —mm | (A.281)

§287 —&m2  &Imy —mamy
§8  Sm  &ni omm

Le calcul du déterminant de P donne donc :

det(P) = 16(£7&:%nim ™ + E165°many? + &7 ns” + 365733
+ 2836 Emn e + 46 & & mninan}
+ 260672 Eanini s + 2606857 N a5 + 265 €565 mman;”)
= 16(&1&mnt + &16nTne + & &mns + &Enns)?
= 16[(&any + &2m5) (€7 + Ema))° (A.282)
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Donc on obtient :

det(RY) = [2(&nf + &m3)2(Em + Em2))?

_ [TeiGTe—iQ}Z _ (7“2)2 — T4.

A.4.6 Relations entre densités tensorielles
On a:

DD, = ¢0,6'60,0" = 60,665, 6"
= ¢Uu(Ql — 292)8,,5 = (Ql — ng)anua,@.
Pour j =1, 2, 3 cela donne :
DoD; = (21 — i2)¢5,;6 = —(Q — iQ,)5;,
Djf)o = (Ql - i92)¢0j$ = (Ql - iQQ)Sj,
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(A.283)

(A.284)
(A.285)

(A.286)
(A.287)

DD, = (Q1 — iQ2)¢01520 = (1 — i) d(—i)o3d = —(Q2 + 1) S5,

Dgf)l = (Ql — 7;92)(]50'2816 = (Ql — 7592)(]52'0'36 = (QQ + in)Sg.

Et de méme on obtient :

DyD3 = —D3Dy = — (05 + )5},
D3Dy = —D1Dg = —(Qy + i) Ss.

Pour j =1, 2, 3etpour k=1, 2, 3,0on a:

D, 8% = 60;0' dord = 6001 k0t = —( — i) o040,

S;Dy = ¢o;¢dord" = (U + i) g0 0"
Donc pour j =1, 2, 3 on obtient :

D;S; = —(Q — iQ)¢dT = (—Q; + i)Dy,
S;D;j = (D1 +iQ2) 90" = (U + Q) Do.

Et pour k # j on a:

Dlgg = —i(Ql — ZQ2)¢03¢T = —(QQ + ZQl)Dg = —D2§1,
S1Dg = i(Q + i) posd’ = (—Qs +iQ1)Ds, = — 52Dy,

D2§3 = 721(91 — ZQQ)¢01¢T = *(QQ + ZQl)Dl = 7D3§2,
SQDg ES Z(Ql + ZQQ)¢01¢T == (_QQ + in)Dl, = —SgDQ,

(A.288)
(A.289)

(A.290)
(A.291)

(A.292)
(A.293)

(A.294)
(A.295)

(A.296)
(A.297)

(A.298)
(A.299)
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D3§1 = —i(Ql - ZQQ)¢02¢T = —(Qg + ZQl)DQ = —D1§3, (A300)
S3Dy = i(Q 4 i) poa¢" = (—Qy +iQ1)Dy = —S,D;. (A.301)

Pour j =1, 2, 3, on a aussi :
DoS; = 66 60,6 = 6666,6" = (~ 1 +iQ2)¢0;0"
= (= +iQ:)D;, (A.302)
8D = 60, 300" = (0 +i0)é0;6" = (U +i%)D,;.  (A303)
Finalement on a pour j =1, 2, 3et pour k=1, 2, 3:
SjSk = Qﬁdqusgka = (Ql + iQQ)d)O’jO—ka, (A304)
S;S; = (U +1iQ2)p¢ = (U +1i02)?, (A.305)
tandis que pour k # j, on obtient :

5152 = —5251 = (—Q2 + in)Sg, (A.306)
5985 = —S5389 = (—Qy +1i1)51, (A.307)
S3S51 = —5153 = (—Qa +i821)Ss. (A.308)



Annexe B

Autres algébres de Clifford

On présente les deux algébres d’espace-temps, Cl, 3 et Cls,
sous-algébres de 1’algébre des matrices de Dirac, M,(C). On étu-
die le lien avec ’algébre de Pauli et le lien entre I’équation d’onde
invariante et la densité lagrangienne. On étudie la méme chose
avec D’algébre d’espace-temps. On calcule le tenseur de Tétrode.
Puis on présente les algébres de matrices réelles, ainsi que 1’al-
gébre de Clifford Cl335 = End(Cl3) dont on a besoin dans I’étude
des interactions électro-faibles et fortes.

B.1 Les algébres de Clifford d’espace-temps

L’espace-temps est formé par le temps, on notera la variable x° = ct,
ol ¢ est la vitesse de la lumiére, et par I'espace, de dimension 3, ot chaque
point est repéré par un triplet de nombres réels x', x2, x3. Cet espace est
pseudo-euclidien, de signature 4+, —, —, — ou —, 4, 4, +. Il existe donc deux
algébres de Clifford non identiques, notées respectivement Cly 3 et Cls ;.
Les promoteurs des algébres de Clifford se partagent habituellement en deux
camps de méme importance : ceux qui mettent un signe + pour le temps
(Hestenes [76][81]), et ceux qui mettent un signe — pour le temps (Deheuvels
[63]). On va voir en[B.2que ces deux signatures donnent deux sous-algébres,
différentes mais étroitement liées, de Cl3 3.

B.1.1 L’algébre Cl; 3

Ici nous utilisons un signe + pour le temps, ce qui correspond au choix
d’Hestenes. L’algebre de Clifford d’espace-temps Cl; 3 contient les nombres
réels et les vecteurs d’espace-temps x tels que :

x = xCy + x'y1 + X2y + X373 = Xy (B.1)
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Les quatre +y,, forment une base orthonormale de I’espace-temps :
(0)?=1; Mm)P=m)P=0m)’=-1; %-nw=0, p#v. (B2)
Le terme général de Cl; 3 est une somme :
N=s+v+B+p,+ps (B.3)

ol s est un nombre réel, v est un vecteur d’espace-temps, B est un 2-vecteur,
Py est un 3-vecteur (ou pseudo-vecteur) et py est un pseudo-scalaire. Avec
les définitions de (|1.4)) :

(0 N, (0 =i\, (1 0\ ;. _ (0 -0
g1 = 1 0 ; 02 1= i 0 ; 03 1= 0 —1 Y= 0_] 0 )

o) = _/O-\J :a] = =0y 7] = 75 .7: 17273a

0 I 1 0
— A0 . 2. — — 050 _ = .
Yo =7 '_<IQ 0>7 Iy=09p=0" =0 —0'0-—(0 1)7

Et avec :

v =vlyu; U= v0g; py = Pl ps =t pi; Py = ploy, (B.4)
E+iH 0 F 0\ = S 4
B —=: L L) = ~): E=Flo;: H=Hlo; (B.
( 0 —E—i—z’H) (0 F> 75> o5 (B5)

L’élément général N de ’algébre s’écrit :

N, sFFr TR (M Mo\ o
A\ =T =i - py) s+ F —ip \M M)

M.,=s+F+ip=s+Eloj+iHo;+ip; M, =" +7+i(p°+pp).

Iyal+4+6+4+1=16 = 2* dimensions sur le corps des réels (quatriéme
ligne du triangle arithmétique) parce que : il y a six 2-vecteurs indépendants

Y01 = Y015 Y025 Y03, Y12, Y23 €t Y31, Ol 7y = —i5, Jj # ¢, quatre 3-vecteurs
Yo12, Y023, Y031, Y123, €t un unique pseudo-scalaire :

o —0j 0 5 o —’iO’g 0 X o IQ 0
Yoj = < 0 aj> ; M2 = ( 0 —i03> y Vs = <0 L)’ (B.7)
Ds = PY0123 5 7Yo123 = YoV17Y27Y3 = 1 = i7s, (B.8)

ol p est un nombre réel. La partie paire de N est Nt = s 4 B + p,, tandis
que la partie impaire est N~ = v + p,. L’automorphisme principal vérifie
N+— N =5s—v+ B —p, + ps. La réversion vérifie :

M, M}

N»—)]V:s—i—v—B—pU—i—pS:(M MOT> (B.9)
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Parmi les 16 = 2* = 1 +4 + 6 + 4 + 1 générateurs de Cly 3, 10 = 5 x 4/2
ont un carré égal & —1 et 6 = 4 x 3/2 ont un carré égal a 1. L’opérateur
différentiel privilégié de Cl; 3 est :

d=70, ; VY=v%; ¥Y=—v,i=1 2 3. (B.10)

Il vérifie :

89 =0 = ()2 — (81)% — (32)2 — (). (B.11)

La plupart des physiciens ne se servent pas directement de 'algébre de
Clifford, ils utilisent les -y, comme des matrices de M4((C),E| une algébre sur
le corps des nombres complexes. Cette algébre est de dimension 16 sur le
corps des nombres complexes, elle est donc de dimension 32 sur le corps
des nombres réels. Donc M4(C) # Cly 3. Les matrices de Dirac ne sont pas
uniques. La maniére la plus simple de lier Cl; 3 & Cl3 utilise les matrices
de Pauli et de Dirac de[[.Il En outre on identifie les matrices scalaires aux
nombres complexes, écrivant :

1=1I; z:<8 2),z=x+iy€C (B.12)
On a alors :
0 V
0=~"0, = (@ O> i V=0"0,. (B.13)

Il est aisé d’établir que :

o —0j 0 A o —iUl 0 Ci= o il 0
Yoj = 0 o; ; V23 = 0 —ioy ) =028 =\ o  _;y

M., M,
N = <]/\4\0 ]/\4\6> s Me S Clg, Mo S Cl?) (B14)

Isomorphisme entre C’lf3 et Cls : soit N* un élément pair quelconque.
Avec :

Nt =a+B+ps ; B=uivio+ uzy20 + usyso + v1y32 + vay13 + v3721,
Ds = byp123 = bi, (B.15)
M,=a+U+i0+ib; @ =ui01+ usos + usos,

U = v101 + V209 + V303, <B16>

1. Le choix de matrices fait ici n’est pas celui utilisé au début de la théorie de Dirac
pour calculer les solutions pour ’atome d’hydrogéne. C’est par contre le choix usuel
pour traiter de l’électron aux grandes vitesses, ou pour étudier l'invariance de jauge
électro-faible. On verra dans l’appendice C que ce choix permet aussi de calculer les
solutions, dans le cas de I’atome d’hydrogéne, par séparation des variables en coordonnées
sphériques. Cela prouvera qu’on pouvait se passer complétement des choix faits en 1928
pour se ramener a ’équation de Pauli.
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B est un 2-vecteur et ps est un pseudoscalaire d’espace-temps. De méme,
tout élément impair N~ s’écrit :

0 M, . )
N =< s My =v+iw = (v, +iw,)o". (B.17)
M, 0

Avec le choix (|1.4) fait pour les matrices de Dirac on a :

M, 0 ~ M. 0
0 M, 0 M} ( )

Comme la conjugaison P : M, — ]/\/[\e est compatible avec ’addition et
avec la multiplication, 'algébre des M, est isomorphe a l'algebre des N +.
Puisque N7T contient & la fois M, et M., les matrices de Dirac utilisent les
deux représentations non équivalentes du sous-groupe SL(2,C) de Cl3 (ceci
est bien connu en théorie des groupes de Lie [I]). L’opérateur de Dirac est :

0 9—0 0 Vv
o = ~19, = . = (= ) B.19
7 <ao +d 0 ) (V 0) (B.19)
De méme, le potentiel électromagnétique est le vecteur :
0 A%+ A 0 A
— [ N = -~ . .
a0 N0 A

Le champ électromagnétique, en ’absence de monopéles magnétique, est un
2-vecteur tel que :

F:=0AA= (DA — Ad)/2, (B.21)

o (0 V) (0 A _(0 A\ (0 V¥
—\v o/\4 o A 0)\V o
 (VA-AV 0 _L(F 0
- 0 va—-av) “\o F)°

Le courant électrique vérifie :

. 0 VF 0 j
j=08F = 80A = DA <VF 0) (j 0) (B.22)

B.1.2 (ly3 comme produit cartésien Cl3 x Cl;

On peut raccourcir les calculs dans Cly 3 en n’écrivant que la premiére
ligne des matrices de Dirac écrites en bloc de matrices de Pauli. C’est pos-
sible parce que la seconde ligne s’obtient a partir de la premiére en se servant
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de I'automorphisme P de Cls. L’élément général de Cl; 3 peut donc s’ex-
primer comme un couple d’éléments de Cl3 :

M=(A B); N=(C D); M+N=(A+C B+D), (B.23)
MN = (AC + BD AD + BC) (B.24)
=0 o); x=xtv,=(0 x)=(0 x"o,), (B.25)
d=~"0,=(0 V)=(0 0"d,); (A B)= (VB VA). (B.26)

Avec ces notations et pour tout u et v de ’espace-temps, on a :
uv+vu=(0 w)(0 v)+ (0 v)(0 u)=(uv+vu 0). (B.27)

Identifiant A et (A 0), on a alors :

uv + vu = uv + vt = uv? —ulv! — u?v? - udvi (B.28)

Cette identification nous permet de considérer Cl; 3 comme un Cl3-module :
X(A B)=(X 0)(A B)=(XA XB), (B.29)

pour tout X, A et B de Cl3. C’est ce qui nous permet d’utiliser dans Cl; 3
le corps des complexes, qui est le centre (ensemble des éléments qui com-
mutent avec tous les autres) de Cls, malgré le fait que le centre de Cl; 3 est
seulement le corps des réels.

B.1.3 Preuve de Ry = Ny*N

En utilisant la notation précédente on a :

N=(M 0); N=(M 0); =0 o~), (B.30)

Iégalité REy” = Ny*N est équivalente & :

(0 Reo*)=(0 Moril). (B.31)
Et égalite V= MV']\/I, peut aussi s’exprimer comme :
o,0" = M@LJ“]\/I, (B.32)
ce qui signifie :
RO, 0" = Mo" MO, (B.33)

Et donc on a :
Rto” = Mo"M; RMy” = Ny N. (B.34)
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B.1.4 Equation invariante et densité lagrangienne

On va prouver que la densité lagrangienne de la théorie de Dirac est la
partie réelle, (au sens ou ’ensemble des réels est un sous-espace de dimension
1 de l’algebre), de ’équation d’onde sous sa forme complétement invariante
. Alors, notant (M),, la partie n-vectorielle de M il s’agit de prouver
que :

— (6(Vd)oa1 + dqAd + mde)o. (B.35)

Orona:

Jj=3
AP = A'a,d = AgDy —ZA D, = Ay(Dyoy) — Y Aj(Djoy)
Jj=1 Jj=1
i=3 j=3 k=3
= 4Dy + > Dhoy) — > A;(D; + ZD or). (B.36)
- = P

On a établi en calculant la similitude D (A.262) qu'on a :

j=3 j=3 k=3
GAp = Ag(D§ - > DYo;) =Y A;(-Dy+ > Dioy) = A,Dlo".
j=1 j=1 k=1
(B.37)
La partie scalaire est alors :
(6Ad)o = Dy A, = A,J" = A gy (B.38)
On a ensuite ¢¢ = Q; + i€y, et donc :
(mdg)o = mQ = my. (B.39)

On a ensuite :
S (=000,8) + (T1#(~)0u0)1] = 5(~T"0, + 0, ") (B.A0)
= L[ (V8 ~ D)+ ' () — (0 V).

Avec Cl3 on a :

SB(VD) ~ (@V)lon = — L[6(Vdos) — (6V)dos] (B.41)
_ (T =V (V) + (g V)E
(V) - (€V)n -1V + (EV)E )
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Et on a :

—E1(VE) + (ETV)E = (E1V)g — ¢t
)E. (B.42)
On obtient donc :
L= %[(%"(—i)ﬁw) + (P (=1)8,0) 1] + g A by ) 4+ madep
= (6(Vd)oa1 + bgAd + mes)o. (B.43)

B.1.5 L’algébre Cl;,

Pour rapprocher Cl3; de Cly 3, et comme ce sont deux sous-algébres de
Cl3 3, on peut se servir des générateurs suivants :

Ao =N := (_012 102> P A = —1a,

No=MN = (SJ ‘g) L i=1,2,3 X =1, (B.44)

L’algebre de Clifford d’espace-temps Cl3; contient les nombres réels et les
vecteurs d’espace-temps x tels que :

x =x"Ay; % =xloy +x%0s + x303
_ 0 x'+%\ [0 x
(o *)=(%). e

Les quatre A, forment une base orthonormale de I'espace-temps de signature
-+t

M) =—I; M)2P=M)?=03)2 =15 M\-A =0, u#v, (B.46)

x-x = —(x9)? 4 (x1)? 4 (x?)? + (x¥)2. (B.47)
On a aussi :
: 0 o+ 0
d:=x 9, =X\ N, = L 0 B.4
Oy 0o + N 0, <—80+3 0 ) (B.48)
0 V
= <_§ 0) . (B.49)

Avec les notations suivantes :

Aab = AaAb; Aabe = AaXpAc; Ao123 = AgA1A2As, (B.50)
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Il est aisé d’établir que :

i 0 7 0 . il 0
)\oj:(goj _Uj);/\23:<%1 i01>;1=>\0123=(02 _i12>~

(B.51)

Avec les parties paires M, et M, de (B.14]), le terme général de Cl3 1 est tel

que :
M, iM,
Noq= [ —= .
31 (iMO MJ)

La partie paire de N3 ; est Ngfl = s — B + ps, tandis que la partie impaire
est N3y =iv —w. La réversion vérifie :

Nsi+ Naj=s+iv+B+w+p,. (B.52)

Parmi les 16 = 2* =1 +4 4 6 + 4 + 1 générateurs de Cls1, 10 =5x4/2
ont un carré égal & 1 et 6 =4 x 3/2 ont un carré égal a —1 :

Xo123” = Xo1” = Ao2” = Aos” = Ao” = Mias” = 1, (B.53)
A% =% = A% = Ap® = Aas® = g2

= X122 = Aoz’ = Aoz =12 = 1.

La sous-algébre paire C’l;:l, formeée par tous les éléments N = s — B + p,
a 8 dimensions et est isomorphe a Cls.
L’opérateur différentiel privilégié de Cl3 ; vérifie :

d=M; \=-d; M=X),ji=1,2, 3 (B.54)

11 vérifie :
d? = —0 = — () + (81)° + (3)? + (05)°. (B.55)

L’algebre My(C) des matrices de Dirac est, en tant qu’espace vectoriel
sur R, de dimension 32. Méme si Cly 3 et Cl3; sont tous deux de dimension
16, la réunion de leurs représentations matricielles n’est que de dimension 24
sur R, ces deux algébres ayant en commun leur sous-algébre paire, isomorphe
a Cls.

B.1.6 Représentations matricielles réelles

Dans I’algébre des matrices complexes 4 x 4, la sous-algébre des matrices
réelles est de dimension 16 sur R. Une base de cette algébre est formée par
les matrices suivantes : Iy, Y9, 71, V3, V5, Y055 Y105 V51, V53, Y30, V13, Y105,
Y305, Y013, Y135 €t Yo135. Cette algébre est a la fois 1'algébre de Clifford
Cly o et lalgébre de Clifford Cl3 ;. Comme algébre de Clifford Cly 5, elle
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contient un sous-espace des scalaires, les sl4, un sous-espace des vecteurs,
de dimension 4, de base g, v5, 71, V3 :

0 0 1 0 1 0 0 0
|10 0 0 1 0 1 0 0 2 2
=11 0 0 0> o0 =1 o=V I, (B.56)
01 0 O 00 0 -1
0 0 0 1 0 01 0
o oo v, o 00 <1} o L
Y1 = 0 -1 0 0o}’ V3 = 10 0 0 P =5 = 4,
-1 0 0 0 0 1 0 O
7“7A+7>\7# :07 1y I/:0757133a :u7é v. (B57)

Le sous-espace vectoriel des bi-vecteurs, de dimension 6, a pour base s,
Y105 V515 V53, V30, V13- On a:

00 -1 0 0 1 0 0
00 0 -1 -1 0 0 0
Y05 = 1 0 0 0 y Y13 = 0 0 0 1]’ (B58)
01 0 0 0 0 -1 0
01 0 0 1 0 0 O
1 0 0 0 0 -1 0 O
T0={og 0 0o 11" = o 0o -1 o0 (B.59)
00 -1 O 0 0 0 1
0 0 01 0 0 1 o0
00 10 0o 0 0 -1
751 - O 1 0 0 . ’Y53 - 1 O 0 O i (B60)
1 0 0 0 0 -1 0 O
785 = 7%3 = —1Iy; 7%0 = 72%0 = 7?1 = 7?3 =1y (B.61)
On notera que, malgré le caractére symétrique de la signature + + —— de

Cls 2, il apparait une dissymétrie entre le nombre de signes + et le nombre
de signes —1 pour les carrés des bivecteurs. Le sous-espace vectoriel des
pseudo-vecteurs, de dimension 4, a pour base y10s5, Y305, Y013, Y135 tels que :

1 0 0 O 01 0 O
0 -1 0 O 0 0 O

Y305 = 0 0 1 0 y Y105 = o0 0 1] (B-62)
o 0 0 -1 0 0 1 0
0 0 0 1 0O 1.0 O
0 0 -1 0 -1 0 0 O

Y013 = o 1 0 ol Y135 = o o0 o0 -1l (B-63)
-1 0 0 0 0O 01 0

7%05 = 73%05 = Iy; %%13 = 7%35 = —1Iy. (B.64)
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Enfin 'ensemble des pseudo-scalaires est de dimension 1, de générateur :

0 0 0 -1
0 0 1 0

Yws=149 1 09 o | Va5 = Lu (B.65)
-1 0 0 O

Finalement, parmi les 16 éléments de base de M4(R) = Cly 2, 6 sont de
carré —I; tandis que 10 sont de carré I. Il en résulte que My(R) n’est
pas l'algébre de Clifford Cl; 3. Par contre c’est non seulement 1’algébre de
Clifford Cls 2, c’est aussi I'algébre de Clifford Cl3;, avec pour générateurs
les Ao, A1, Ao, A3 tels que :

L 0 —_[2 X L 0 o1\ . L IQ 0 . L 0 g3
di= (1 im0 D)= (8 ) ine= (o T

No=—Iy; M =2=0 =115 A\ ==\, p# . (B.66)

B.2 Retournement dans Cl33

Aprés Cls et Cly 3, la troisieme algébre de Clifford utilisée dans cet ex-
posé est Cls3 3, algébre isomorphe, en tant qu’algébre sur R, a I'algébre des
endomorphismes de I'espace vectoriel Cls, notée End(Cl3). On utilise cette
algébre de Clifford comme une généralisation naturelle de Cl; 3, I'algébre
d’espace-temps utilisée par Hestenes [76]—[8I]. On n’utilisera donc pas I’al-
gébre des matrices carrées 8 x 8 réelles Mg(R), mais la sous-algébre de Mg(C)
engendrée par les six matrices :

0
r, .= m)u=0,1,2,3, B.67
! <7u O) : ( )
L 0 72114 . _ 0 Y5
T, = <u4 0 ) N (75 v, (B.68)
i=10123 = Y0717273 = ©75- (B.69)

On utilise sans aucun changement les matrices de (|1.4]) et on rappelle ici
leur valeur :
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ot les o; sont les matrices de Pauli. Les indices p,v,p... valent 0,1,2,3 et
les indices a, b, ¢, d, e valent 0,1,2,3,4,5. On a :

Fan = 7FbFa, a 7£ b, (B?O)
[f=ri=It=1 I{=I3=0%=-1, (B.71)
— — ’Yltl/ O . _ 0 ’Yp.l/p
Fuy - FHFV - ( 0 ,yl“/) ) ruyp - <P)/lu,up 0 ) ’ (B72)
Vo123 0 i 0
T =T = = ., B.73
0123 o1l 23 ( 0 %123) (0 1) ( )
—-i 0 1 0
Dys =T4l's = ( 0 i) ; Tot23as = (61 _14) . (B.74)
On a aussi :
), 0 Yu¥s 0
I,= - . D=1 " , B.75
e < 0 —wu> "o ( 0 m%) (B.75)
. 0 Yl _ 0 — Y
i (0 )t (0 ), 70
_ 0 Tuvs \ . _ _'Y;wi 0
Lus = <’Y;w5 0 ) Tpvas = 0 i) (B.77)
Dot = (P00 Ty = (e O (B.78)
wep 0 —Wpvp 0)r ~Hp 0 Yuvps ’
_ 0 YVuvpl (0
Tyvpas = (—%upi 0 /) To1234 = s 0 (B.79)
0 L I 0
Lo12s5 = <il4 04> ; Dotasas = (61 —I4> . (B.80)
Le terme général de Cl3 3 s’exprime comme :
L IR AN A G R S Sl () (B.81)
a=>5
U= NN, Ut = 3T NIy, ¥R = YT N T,
a=0 0<a<b<5 0<a<b<e<h
\11273 = Z NadeFabcd7 \ng?) = Z NadeeFabcda
0<a<b<e<d<h 0<a<b<e<d<esh
\11373 =alg,a € R; \112’3 = wl912345, w € R. (B82>

Les termes scalaire et pseudo-scalaire ont la forme suivante :

+
OéIg + wF012345 = (a 0 w o — OJ) . (B83)

Pour le calcul du terme 1-vectoriel :

N°T, = N'T'y + N°T's + N*T,,
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on pose :
B:=N*; §:=N°; a:=Nhy,. (B.84)
Cela donne :
3,3 0 a— Z(B + 6i)
¥ = (a—l— i(3 — 51) 0 : (B.85)

Pour le calcul du terme 2-vectoriel :
NT = N*Ty5 + N*T g + N#5T 5 + NHT,,,,
on pose :
e:=N¥: b:=Ny,; c:=N"y,; A:i=N"y,. (B.86)
Cela donne :

3,3 —€i+A+i(b—Ci) 0
T = < 0 A+ei—i(b+ci))’ (B.87)

Pour le calcul du terme 3-vectoriel :
NPT gy = NHT 45 + NPT g + N#5T 5 + NPT ),
on pose :
d:= N5y, Bi= NM4y,, ; Ci=NH5y,, ; ie:= Ny, (B.88)

Cela donne :

0 (d—e)i—i(B+Ci)>. (B.59)

33 —
3 —(d+e)i+ (B — Ci) 0
Pour le calcul du terme 4-vectoriel :

bed 45 4 5 0123
Nove Fabcd = N OF,ul/45 + NHVP F;Ll/p4 + NMVPOFILLVP5 + N F0123;

on pose :
D:= N“”45'yu,, ; if = N‘“’p4'y,“,p ; ig = N“”pf’fywp (= NO123,
(B.90)
Cela donne :
Vit = < 0 i(fi—g)+Di+ci) (B.91)

Pour le calcul du terme 5-vectoriel :

bed 45 01234 01235
N gpedge = NPTy pas + N Fot234 + N To1235,
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on pose :
ho— 45 . . \01234 . g . A701235
ih = NPy, n:=N ; 0:=N .

Cela donne :

P33 — 0 h + i(@ — T]i)
> \=h+i(0+ni) 0 '

On obtient alors :

g _ (Wil W0
U, -0, Uil

Cela donne :

U =a+A+{i—i(g+ci) =P — iy,

— ¢€ 0 _ :. _ 0 ¢n _ .
P1<O 5)—arasan-(; ) -gre
U, =b—fi+i(—w+Di+tel) =17, —iPy,

Pap 0) . <0 ¢ub>
Py = ~ |=w—-—Di—€; Iy =~ =b -1,

! <O ¢db ‘ ¢ub 0

U, =a—ei—i(—0+Ci+di) =T, — iPs,

289

(B.92)

(B.93)

(B.94)

(B.95)

(B.96)

(B.97)

Py = (‘f’dr 0 ) = 0+ Ci+di; T = <A0 %) =a—ei,

0 ¢dr
U,=h+di—i(f+B+ni) =73 —iPs,

Gur 0

0 Pur

Py = <¢“9 N ) =B+B+ni; Iy = (AO ¢"9> =h +di,

qj)ug 0

(B.98)

Comme C'l3 3 est isomorphe a ’algébre des matrices réelles 8 x 8, les quatre
parties ¥y, ¥,., ¥, ¥, sont & valeur dans My(R) = Clz ;. Ici U; = Py —iZ4
est une fonction de ’espace-temps & valeur dans Cl3; tandis que ¥,., ¥, et
¥, ont exactement la méme structure, et ne différent de ’onde leptonique

¥; que par un signe :

U, =P1 —idy,
W, = Py + i,
W, =Py +ils,
Wy, = Py + iZs.

(B.99)

C’est ’origine géométrique de la différence entre leptons et quarks.

Dans Cl 3 le retourné de ¥; = v + A + (i — i(g + ci) est :

U =a—A+(—i(g — ci),

(B.100)
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tandis que le retourné dans C'l3 5 de :
S T F R A AT A A i
est :
A S S R (AR LRI L g e (B.101)

Donc le retournement dans Clz 3 change de signe W5°, w3® ¥3°. Ce re-
tournement change donc de signe ¢, A, b, c, et d, B, C, e et enfin w, et
ne change que ces signes. On voit donc que, cette fois, c’est ¥}, qui est a
part des trois autres fonctions, chacune se transformant par la conjugaison
¥ — U tandis que W, se transforme différemment, par cette conjugaison :
bap — —y, cest-a-dire en changeant de position dans la diagonale. Les
seuls termes qui changent de signe sont les scalaires € et w, les vecteurs b,
c, d, e et les 2-vecteurs A, B, C. Ces changements de signe ne sont pas
les mémes dans Cl3 3 que dans Cl; 3. Les différences se compensent par le
changement de position de ¢gp.

B.2.1 Matrices 8 x 8 réelles

L’algébre Mg(R) des matrices réelles 8 x 8 est de dimension 64. Cette
algébre est aussi I’algébre Cl3 3. On peut prendre comme générateurs les 6
matrices I', de , on peut aussi n’utiliser aucun i et prendre comme
générateurs :

_ (0 i) (0 7). (0 —Y0135
Bo = <I4 0> P A= <—W’0 0> P 2= <70135 0 ’

0 Y5 0 Y1 0 Y3
Az = Ay = : Ag = . B.102
3 (—’)’5 0 ) o (—71 0 ) e (—’73 0 ) ( )

On a alors :
Ad=A=A2=1Is; AT =A3=A5 =T, (B.103)

c’est-a-dire 3 vecteurs de carré Ig et 3 vecteurs de carré —Ig. Pour les bi-
vecteurs, on a :

Aoy := AgA; = (070 $O> = —Ajg; A2 = I, (B.104)
Aoz = (70135 2%?135> = —Ago; Afy = I, (B.105)
Aoz = ( 705) = —Aso; A3 = Is, (B.106)
_ ( e 31) “Agos A2, = Iy, (B.107)
_ ( e 33) — Aso; A2 = Iy, (B.108)
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_fmss 0N e

Aig = < 0 7135> = A21, A02 = Ig, (B109)
_fvso O\ _ a2

A13 = 0 750) = A31, A13 = IS, (Bll())

1o 0 ) = —A41; A%4 = Ig, (Blll)

—A51; )\%5 = Ig, (B112>

S
o

? o

(=}

N—
[

= —A32; Agg - —Ig, (Bl].?))

(
(
(
(5" )

Ags = <7%53 0 > = Aoy A2, = I, (B.114)
( ) — Mg N = I, (B.115)
(715 0 ) — A AZ, = T, (B.116)
(%5 0 ) = sy N2 = I, (B.117)
(

o) = e My =< (B.113)

c’est-a-dire 9 bi-vecteurs de carré Ig, et seulement 6 bi-vecteurs de carré
—1Ig. Pour les tri-vecteurs, on a :

0
Ao12 = ( 71035) = —Aoo1; A%lz = —Ig, (B.119)
Y135
_ ({0 w0\ _ A2
A013 - <’Y50 0 ) — A031, A013 == Ig, (B.120)
(0 Mo\ _ _ A2
A014 - <’710 0 ) - A041, A014 = 187 (B121)
0
Ao1s = < 780) = —Aos1; A3y = I, (B.122)
Y30
0
Ago3 = < 7%13) = —Aos2; Adyy = —Is, (B.123)
7Yo13
(0 sz _ . _
A024 - <'7053 0 ) - A0427 A024 = Ig, (B124)
_ 0 Yois5\ _ SN2
A025 - <,7015 O ) — A0527 )\025 = IS, (B.125)
0
Aoz = ( 765) = —Apus; A334 = Ig, (B.126)
Y15
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_ (0 s\ _ A2
A035 - <’Y35 0 ) = A053, A035 = -[87 (B.127)
(0 v\ _ A2
A045 - <,y31 0 ) - A054, A045 - Ig, (B.128)
0
Aoz = < 763) = —Ai32; A3yy = Is, (B.129)
Y31
0
A2y = < 783) = —Aygo; A2y, = I, (B.130)
35
_ (0 ms\_ SN2 —
A125 - <’751 0 ) - A152, )\125 = IS, (B131)
_ (0 o) _ A2
A134 - <’7510 0 ) == A1437 A134 = IS, (B.132)
(0 03\ _ A2
A135 - (7530 0 ) - A153, /\135 = Ig, (B.133)
0
Ay = < 7310) = —Ai54; /\§45 = Ig, (B.134)
7301 0O
0
Agzy = ( 783 = —Aoyz; A3y = —Is, (B.135)
Y30
_ (0 mo\_ A2
A235 - <'YOl 0 ) = A253, A235 = Ig, (B.136)
_ (0 o\ _ a2
A245 - <’705 0 ) - A2541 A245 = 187 (B137)
0
Azys = < 7153) = —Agsa; A2y = I, (B.138)
7135 0

c’est-a-dire 10 tri-vecteurs de carré Ig et 10 tri-vecteurs de carré —Ig. Pour
les quatre-vecteurs, on a :

0\’ 0\’
Adias = (781 713) = —Ig; AJjoy = (785 ) = Is, (B.139)

Y 0 Y 0\’
51 2 051
0 715) 8 0134 ( 0 _7051) 8 ( )

2 2
—Yo35 0 e A2 — (31 0 — 7. (B.141
— 18y 1}0145 — 0 Yos1 - 89 ( . )

9 2
0 — 0
Y05 ) = Iy A2y, = 531 > =—I3, (B.143)
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2 2
Adyzy = ( (;Yg ) = —Is; Afpy5 = (% > = —Ig, (B.144)

-3 0 Y1
2 o0 ’ 2 70135 0 \?
Alogs = 0 s = Is; Aigy5 = 0 o135 = Iy, (B.145)
2 Y% 0 2
Azzis = w) = Ig, (B.146)

c’est-a-dire 9 quatre-vecteurs de carré Ig, mais seulement 6 quatre-vecteurs
de carré —Ig. Pour les cing-vecteurs, appelés usuellement pseudo-vecteurs,
ona:

0 —v 2 0 ~ 2
A31234 = < 03> = —Iy; A(2)1235 = < 01) =—Ig, (B.147)

3 M
2 2
A2 (90 s\ a2, 0 owss) _g (B.148)
01245 = | . 83 Aoisas = o 8 .
2 2
0 0 -
Afasas = (70 %) = Is; Alygus = (14 04> = —Is, (B.149)

c’est-a-dire 3 cing-vecteurs de carré Ig et 3 cing-vecteurs de carré —Ig. Enfin
pour les pseudo-scalaires on a un seul générateur :

-1, 0
Ao12345 = ( 04 I O) ; A312345 = Is. (B.150)

Les 64 générateurs de Cl3 3 se répartissent donc en 28 = 8 x 7/2 générateurs
de carré —Ig, et 36 = 8 X 9/2 générateurs de carré I5. Les 28 termes de carré
—1Ig constituent 'algébre de Lie du groupe SO(8). Les 36 termes de carré
I sont auto-adjoints et permettent la définition des 36 densités tensorielles
associées a I'onde relativiste de 1’électron.

L’algébre engendrée par les matrices A, contient ’espace-temps dans la
partie engendrée par les A, © = 0,1,2,3. Et de méme l'algébre engendrée
par les matrices I', contient I’espace-temps dans la partie engendrée par les
Iy, #=0,1,2,3. On a donc la deux maniéres de décrire I’espace-temps, qui
ont beaucoup de points communs, par exemple :

If=Is=A% I =—-Is=A%, j=1,2,3

I 0
Fo12345 = <61 _1-4) = Ao12345- (B.151)

Mais ces deux maniéres de décrire ’espace-temps ont néanmoins des pro-
priétés différentes, car on a :

010903 = iIg; A1A2A3 = (B152)
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tandis que 'on a :

0 0 0 —ily
0 0 i, 0
Ml = | _iL, 102 0 (B.153)

I 0 0 0

B.2.2 (33 avec matrices réelles 16 x 16

L’algébre de Clifford engendrée par les matrices I',, dont les termes I's
et I'y contiennent ¢, peut aussi étre décrite grace au remplacement de i par
la matrice —ioy et le remplacement des réels & par les matrices scalaires
xzl. Ce remplacement transforme :

Iy = Iy; 01 = Y05 02 = Y3105, 03 = V53 tda = ¥31. (B.154)

Donc les générateurs I', sont remplacés par :

- 0 _AM _
T, = (Au . ) u=0,1,2,3, (B.155)
0 Ay 0 Aog12345
r'y:= ; T's = . B.156
* (A45 0 ) ° (—A012345 0 ) ( )

De méme les générateurs A,, a =0, 1,2,3,4,5 peuvent étre remplacés par :

(0 —A, B
Aa_(Aa 0 ),a_0,1,2,3,4,5. (B.157)

On remarquera que la partie d’espace-temps, engendrant ’algébre de Clif-
ford Cly 3, reste laméme : ', =A,, 1 =0,1,2,3.



Annexe C

L’atome d’hydrogéne

On présente la résolution de I’équation d’onde améliorée pour
P’atome d’hydrogéne. Cette résolution utilise une méthode de sé-
paration des variables en coordonnées sphériques. Les fonctions
angulaires utilisent ’équation différentielle des polynémes de Ge-
genbauer, comme pour les solutions de 1’équation de Dirac. Ici
on étudie de nouvelles solutions, pour un électron avec sa charge
électrique et aussi avec une masse pour ’onde droite et une masse
pour ’onde gauche. Et on part de la forme complétement relati-
viste de I’équation d’onde.

L’atome d’hydrogéne est le joyau de la théorie de Dirac. Les solutions
de I'équation de Dirac, calculées par C. G. Darwin [I1] en 1928, que l'on
peut trouver aussi dans des manuels plus récents [I05], étaient des vecteurs
propres d’opérateurs ad hoc, obtenus a partir de la théorie non relativiste de
I’électron de Pauli, et qui ne sont pas des opérateurs de moment angulaire.
Ces solutions donnent le nombre attendu d’états, la bonne formule pour
les niveaux d’énergie, et elles ont comme approximation non relativiste les
valeurs attendues. Ceci fut donc considéré comme trés satisfaisant. Mais
la plupart de ces solutions obtenues par Darwin ont le désavantage d’avoir
un angle d’Yvon-Takabayasi qui n’est pas partout défini ni partout petit.
Donc elles ne peuvent pas étre les approximations linéaires des solutions de
I’équation améliorée.

On a précédemment obtenu [I3] [2I] de nouvelles solutions dans le cas
de I’équation de Dirac linéaire, qui ont, elles, un angle d’ Yvon—Takabayasi
partout défini et partout petit (au maximum de lordre de la constante
de structure fine). Elles peuvent donc étre les approximations linéaires des
solutions qu’on va chercher ici, & partir de ’équation améliorée elle-méme.

295
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C.1 Séparation des variables

Pour résoudre I’équation de Dirac ou I’équation améliorée, outre la mé-
thode utilisée initialement par Darwin, il existe une autre méthode, obtenue
par Heinz Kriiger [85] en 1991, une méthode trés jolie et trés classique du
point de vue mathématique pour des équations aux dérivées partielles, de
séparation des variables en coordonnées sphériques :

' =:rsinfcosp; x* =:rsinfsing; x*=:rcosh. (C.1)
On se sert des notations suivantes[d :

11 = 093 := 1071 ; 1o = 031 := 109 ; 13 = 012 := 103, (C.2)
uy : =sinfcosp; ug :=sinfsinp; usz =cosl; w:=ujo1 + ug0y + uzos,
Si=e FBem32 Q=0 = r~(sinf) 2 S, (C.3)
6%2@@+%m%+;$wﬁ@. (C.4)

Kriiger a obtenu l'identité remarquable :
d=000"", (C.5)

qui donne, avec :

g _F — e 1 1
V' =8y a_&)(@a+rm@+rmw@%)

_a iz i3
=% JSPTJF T (39+sin¢93¢>}’
_ 9o — Or _%89 + ﬁaw
- (‘3-39 ~ 5ing0s 9 + 0r ’ (C6)
l'identité : R R
0 (V) = V(1) (1)

On résout ici I’équation améliorée comportant une masse pour 'onde droite
et une pour 'onde gauche, sous sa forme complétement invariante :

0= ¢Vdoar + ¢gAd + pm,
pei? = 6 = B = det(9). (C5)
Pour séparer, d’un coté la variable temps z° := ct et la variable angulaire
p, et de l'autre coté les variables r, variable radiale, et 6, 'autre variable

angulaire, on pose :
o =: QX e Ex"is (C.9)

1. S n’arien a voir avec le tenseur S3 et €2 ne doit pas étre confondu avec les invariants
relativistes 21 et Qo étudiés au chapitre 1.
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ou X est une fonction, a valeur dans ’algébre de Pauli, des seules variables
r et 0, hcE est I’énergie de 1’électron et A est une constante réelle qui sera
interprétée comme le nombre quantique magnétique. On a alors :

~

¢ = QXePe=Eis, G — o=(e=BEx”)ia Yy (C.10)
1 -1

r4/sin 0

0= (sin@)_%e%”e%“ =

On a aussi :

pe'? = det(p) = det(Q2) det(X) det[e(’\“’_E””0+5)i3],
det(Q) = r~2(sin )" ; det[e(A‘p’Eg”O*‘s)iﬂ =1
(X

sin )
- det(X) =
iB —2(: —1
pe 25’ =r “(sinf)"". (C.11)
Donc si on pose : ‘
pxePX = det(X), (C.12)
on obtient : px
= . B =Bx. 1
4 r2sing ’ B BX (C 3)

Donc avec la forme (C.9)) pour 'onde de I’électron, ’angle d"Yvon-Takabayasi
ne dépend ni du temps ni de 'angle ¢. Il ne dépend que de r et de 6. Pour
I’équation de Dirac, on cherche ensuite les solutions sous la forme :

9715: = )?e()‘“"szom; (ES\: Q)?epi"*; p = A\p— Ex°, (C.14)
g ._ (X1 Y
) e
Pour séparer les variables on pose :
U:=U0); V:=V(0); f;=fi(r),j=12,34, (C.16)
avec :
r_ A / A
U=—U-kV; V=———V+kU, (C.17)
sin 6 sin 6

s _ (HhU =BV = _ ([FU° BV _ (faU =5V
X'_<f2V fIU*)’X_<—f3V f4U)’X_<f3V fikU*>'

Pour ’atome d’hydrogéne on a :E|

2
1
A= AO:—E' :e—%—
=4 r he 137

2. Pour ’équation de Schrédinger le méme potentiel est utilisé. Mais le mouvement est
censé se faire autour du centre de gravité de ’atome d’hydrogéne. Une simple correction
est faite, en se servant du théoréme sur le mouvement autour du centre de gravité. Cela
donne une petite correction entre les niveaux d’énergie dans le cas de I’hydrogéne et
dans le cas du deutérium. Or aucune correction de ce type n’est étudiée dans le cas de
I’équation relativiste, cela revient & supposer que la correction a déja été faite.

(C.18)
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oll «v est la constante de structure fine. On a :

qA$: _%$: —gQ)?e(’\ga_Exo)is,
fU =5V
- 9(- ) <f2V e ) e (C.19)

L’électromagnétisme pré-quantique considére le champ électromagnétique
comme dérivant d’un potentiel électromagnétique, ce qui se traduit en al-
gébre de Pauli par F' = VA, ou A est le vecteur d’espace-temps potentiel
électromagnétique. Or on obtient, avec I’équation de Dirac, le champ élec-
tromagnétique directement & partir du tenseur d’impulsion-énergie, donc
le potentiel électromagnétique est implicitement et automatiquement défini
par ’équation d’onde :

$4AS = $(V)o12 — pm, (C.20)
A:= é[(v@ou&*l —pp mé . (C.21)

A ce potentiel interne, toujours présent méme en ’absence de charge et de
potentiel créé par ces autres charges, ne peut s’ajouter que le potentiel créé
par la singularité centrale de 'onde, d’ou le caractére en 1/r de ce potentiel
considéré (& tort) comme extérieur & londe, puisque qu’il ne dépend pas
des variations locales de 'onde. On obtient pour le terme différentiel :

(90 + si%@ (Rers) = (9% + Si%)?xig)em

_ flU, _f?;kvl* epi3+ A _flU fékv* epia
LV fiu” sind \ 2V —fiU*

(V. —f3rU\ i
_<f2/£1U —H?ZV*)Q . (C.22)

On obtient ensuite :

o, +2 (69 N (pﬂ()?epi?’) (C.23)

((h “,z‘2> ~(ff + “Mv*)
(fo+ ™V (i + R0 ’
V' (Xer's) (~is) = (%ﬁ 7)4)

My, = (- Ef1+zf1+mf WU; My = (—Ef; —ifs —
f

m*ﬁ)v*, (C.24)

f3

My =(— Efgfzfom Wi My = (—Ef] +if)" +ix* —)
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C.1.1 Résolution du systéme angulaire

Tout d’abord si & est multiplié par €@, il suffit de multiplier U et V
par e ia pour obtenir un systéme équivalent. On peut donc se ramener &
un systéme angulaire dans lequel k est un réel. Alors on obtient, pour les
parties réelles U, et V,. et pour les parties imaginaires U; et V; de U et V,

les mémes équations (C.17). On a alors :
Ui=kU,; Vi=kV,; U= 1+ik)Uy; V =(1+ik)V,, (C.25)

ol k est une constante réelle. Il suffit donc de chercher les solutions réelles
du systéme angulaire. Avec C' = C(f) et si A > 0 on pose :

U = sin® e[sin (g)c' - (/-; v % - A) cos (g)o] (C.26)
V = sin® e[cos (g)c’ + (n + % - /\> sin (g)c] (C.27)
U =: Vsin 6 cos gUl; V =: V/sin 6 sin gvl. (C.28)
Et si A < 0 on pose :
U= sin—w[cos (g)c'+ (H—F%—k)\) sin (g) } (C.29)
va:mnﬂe[—sm(g)ct%Qv%%+x)ax(§yﬂ, (C.30)
U=: msingvl; V= —\/smcosgm. (C.31)
On a donc, dans les deux cas ;
Uy = sin?—%(6) [tan (g)c’ - (n + % - \A|)C}, (C.32)
Vi = sin M=% () [cotan(g)cl + (n + % - |>\\)C] (C.33)

Le systéme angulaire (C.17) est alors équivalent (voir [I2]), pour les deux
signes de A, a I’équation différentielle :

_ 2‘)‘| ! 1 2 _\2
0=0"+ 25 +[(n+2) e, (C.34)
Le changement de variable :
z=cosl; f(z)=Cl0(2)], (C.35)

donne alors ’équation différentielle de Gegenbauer :

(5 +3)? =N
1— 22

14 2])
1—22

0=1"(2) 2f'(2) + f(2). (C.36)



300 ANNEXE C. L’ATOME D’HYDROGENE

Et 'on obtient :

ClO) = (A =k =5l A+ 5+ 5 . o, 0
CO"Z Gt TG (@
avec :
(a)o =1 (a); = a, (@), =ala+1)...(a+n—1). (C.38)

Le terme C(0) est en facteur de U et V, il peut étre reporté sur les fonctions
radiales. On peut donc poser C(0) := 1, sans perte de généralité. Pour que
la fonction d’onde soit intégrable, il faut que la série donnant C' soit une
somme finie, donc qu’il existe un entier n tel que, si K > 0 :

n=3%+|x|—|Al 1 1
(M =r =N +E+3)n . 2,0
c9) = sin“" (=), (C.39)
vt (2 4+ [A])pn! 2
ou, si k<0
n=—3+[r|—[A| 1 1
(A =r=3m(A+E+3)n . 2,0
c9) = sin“" (=) . (C.40)
2 (L + At 2
Orona:
o~ (A =k —5)i (A +r+5)5 . . 90
tan — jsin®(=). (C.41)
(1) -2 SRy 2

En utilisant, pour tout nombre a et pour tout entier naturel j, 'identité
remarquable :
(a);j(a+j) =ala+1); (C.42)

on obtient :

(tan%)C” - (/{—l— % - \)\|)C’

S e Loy D D) 0

2 2 A+ D)7
1\ o= (A +3 = m)i (A +R+3)5 o 0
=(N-rk-= z : sin (=). (C.44)
)X b 2
La somme :

ST AL - R (AL 4kt D),
513 N+ D)t

sin2j(g) (C.45)

Jj=0



C.1. SEPARATION DES VARIABLES 301

doit nécessairement étre finie pour que les fonctions angulaires soient in-
tégrables, ce qu’impose la normalisation de I'onde. Comme on passe d’un
terme au suivant des produits contenus dans les (a); en ajoutant 1, et qu'un
produit n’est nul que si I'un des facteurs est nul, il faut, pour que la somme
S1 soit intégrable, qu’il existe un des termes de la suite qui soit nul, et alors
tous les produits suivants sont nuls. Le terme de rang n de la suite des fac-
teurs de (a); étant a + j — 1, ceci implique qu’existe un entier n tel que,
pour £ > 0, on ait [A|+ 1 —k+n—1=0, cest-a-dire kK = n+ [A| — 1;
et pour k < 0, il faut qu'existe un entier tel que [A|+ 1 +x+n—1=0,
cest-a-dire —k = n + |A| — 1. En fait, comme ajouter 0 ne change rien, la
somme s’arréte au terme précédent, donc pour :

1 1
M+5 = sl +n—1=—1 n=|s—|A - . (C.46)

[A] + % étant un entier, ceci impose a la constante k d’étre un entier, et cet
entier ne peut pas étre nul, sinon la somme S; serait infinie. De plus, ce
nombre n est un indice, dont la valeur minimale est 0. Donc |s| — [A| — 1
est un entier naturel, et donc |A| est un demi-impair strictement inférieur a
Ventier |k|. Et la somme S est, avec entier n précisé ci-dessus :

=2 (I A .
S :Z (A5 =l H,MH 2)i sin%(g), (C.47)
j=0 (JAl + §)J]~ 2
ce qui nous donne :
LAWFNOYES!
Ur= (Al = — 5)sin ™72 (6) 51 (C.48)
Pour V7, on a
1 cos ¢ 1
Vi(sing)2 =M = —2C" + (k+ = — [AC (C.49)
sin g 2
= S (A =r - %)j(|1>\| Rt %)jjsin2j—1(g)0052(g
Pt (N + ), 2) gin g
1 o (A =5 = )N+ E+5)n 5, 0
+(k+5— A . 27 gin?" (=
g2 (3 -+ ADan! )

j=n 1
_ Z (IAl - 3)i (A + 5+ 3); sinzj*Q(g)
j=1

OM+%%UfD!
= 1 (N == (N +6+Dn . o, 0

2n
(= g F DT R A i ),
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Dans la premiére somme, on change les indices, dans la seconde on utilise

l'identité (C.42)), ce qui donne :

(A = 2 =) (A Ly, )
Vi(sin 6) - Z (N =5 /{)J+11(| | +,H o) sin23(g)
(Al + 3)j415! 2

S YIRS Rt I ELES T

opar (3 + D! 2

Puis on a :

Vi (sin )21 = (A - % — ) (C.50)

(A + 3 —#); (Al + 5+ 3);
A+ 3)5 (1Al + 5 +4)3!

1 0
(\)\|+/1-|— 3 +j)sm (2)

-~

<
I
o

J:n

(A + 5 —#)i (A + 5+ 3);
Z 3 +1AD;!

1
(A =k — =)
(A =r =3

.0
027 (2
sin (2)

Jj=

Tenant compte de la suppression par soustraction du terme d’indice maxi-
mal, on définit alors une seconde somme :

I A S RN+ S Il 0
%= az::O (IA[+ 1);415! (2) (C.51)

Et 'on obtient :
. 1 1
Vi(sin) =~ = (JA] = 5 = K)[S1 + kS2] + (=X + 5 + )51
1
= 6(]Al = 5 — K)S>. (C.52)

La somme S5, contrairement a Sy, n’est définie que si I'indice maximal n
n’est pas nul. Les sommes S7 et S5 sont inchangées si on y remplace k par
—kK, & ceci prés que 'indice maximal n n’est pas le méme quand x change
de signe. Donc U; et Vi, et donc aussi U et V, dépendent du signe de &,
on notera avec un + les fonctions obtenues avec k > 0 et avec un — celles
obtenues avec kK < 0. On a :

1 1
Ut = (w -5 - |m\)(sin9)|>“_551, (C.53)
1
Ur = (w —5+ |m\)(sme)lk\*asl (C.54)
A =1
Uy =kU; k= |7§+|F”|; U-=kU, (C.55)
=% — sl
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1 1
Vit = el (I = 5 = el sin )N 2y v = RV, (C56)
1 1
Vi = —Inl (1Al = 5 + Ix]) (sin6) P28, (C.57)

Si on cherche une solution contenant & la fois des fonctions du type U™ et
U~ on n’obtient pas de solution plus générale car :

AUY + AU = AU + AskUT = (AL + kA)UT = A(r)U T,
BVt 4+ BoV™ = BVt —kBy V' = (B, — kBy)VT = B(r)V'. (C.58)

La solution la plus générale est donc celle utilisant U = U™ et V = VT,
Ensuite dans le cas A < 0, le systéme angulaire donne :

U:mwf%f@meE&,
V:%W—%—@mwwk&. (C.59)

C.1.2 Structure de ’onde

On utilise les projecteurs p, et p; étudiés en [AZ3.9] ainsi que le vecteur
unitaire #, qui donne lui-méme deux projecteurs, p™ et p~, tels que :

1—|—O'3 1—0’3 N )E
Pr = ;D= /) U= — =101 + U202 + U303,
2 2 T
1+ _ 1—-a _ _ iR
pti= 5 P = o pt+p =1 pt—p =4, (C.60)

prpt=p" pTpT=p; ptpT =ppt =0

On utilise aussi, pour simplifier les écritures :

0 0
p:)\cp—Exo; g:(zosi; §:sin§.
On a alors :
1 0 1 1-— 0 1-— in 6
&= +§OS - +QU3? st = ;OS - 2u3; sc="00. (C61)

On distingue les deux signes possibles du nombre quantique magnétique A :
siA>0ona:

X 1 sin)N-F [ f1eS,  —kfisSs
Al —=— E— - 3= C.62
rv/sin @ (l | 2 H) r kf28Sy  fieS1 )’ ( )

X 1 (sin @)X -2 f1eS1  —kKfisSs
D )BT E ( Jac 552) (.63
rv/sin 0 (l/\‘ 2 H) r <fif3852 fieS ) (C.63)
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Toujours si A > 0, et avec 'un ou l'autre signe pour , et avec (C.26) et

(C.28)), on obtient :

S .
= XeP®s C.64
¢()\>0) rm € ( )

B 1 (sin@)w_% JacS1 —Kf3852\ pi,
(|/\| 5" ,1)75 K f3559 fieS <

e~ Pi3

¢()\>0) - r4/sin 0

_ 1 (sin ) 1A -2 —pis [ J1¢S1  Kf3sSa\ o1
a <|)\| - 5 - K) r € —fif3§52 f4QS1 S ’

~ S

XS5t (C.65)

_ XePis C.66
¢(A>0) T\/SiTe € ( )
B 1 (sint‘))l)“fé fieS1 —Kf38S2\ pis
= (IAI 5" Ki)fs KfasSy  fieSt )

o) = Brs0) = T Xig (C.67)
(X>0) — Y(A>0) — ’I"\/Siﬂ .

B 1 (sin9)|>“_% ficSt Kf3852\ pis
—(|/\|_ “)75 —kf2sSs  fieS1 ) C

Et comme det(S) = 1, il en résulte :

pe'f = det(d(r>0))
—(Mp_l_ﬁfﬁﬁﬁﬁﬁ;ighsl s f3 S
- 2 2 |ksfsSe  cffS
. 1 2 (Sin 9)2\>\|—1
=(W-g-%) T (C.68)

< [fi faST + K2 f5 £355 + cos O(f1 faST — K f5 f353)]-

On a aussi :

Do = D8 + ]50 = ¢(/\>0)¢I,\>0)

= (13- 3 ) RO (69

2

g <C2|f425% + k22| 2293 ksc(fafi — f2*f1)5152> g1
ksc(fafi — [if2)S182  Ef*ST + w*s°|f3]255

2 (sin §)21M =1

3

DY = (\)\| - % - n) - (C.70)

< (AP +1f4?)ST + w752 (1 £ + | £31%) 53]
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Si le nombre quantique magnétique A est négatif, on obtient :

~

X 1 (sin §) M= KkfisSe  ficS
———= (A5 —K)— =~ iy Cc.71
rv/sin 0 (‘ | 2 K) r —f2eS1 KkfisS2)’ ( )

51 Ml_? *

r\/)s(iTe = (- % - H)% (fj;iigi n%fi) . (C72)

Toujours si A < 0, et avec I'un ou 'autre signe pour x, et avec (C.26) et
(C.28)), on obtient :
S

oo = ame

1 (sin&)w*% kfasS2  [3¢S1\ pis
(W)= (Dres, Jias,) ™

XePis (C.73)

_ e~ Pis

P00 =
- 1 (sin@)"\l_% —pis [(Kf18S2 —f3e51\ q-1
N ('Al 2 K)fe f3cS1  Kfa8Se 7

XePis (C.75)

XSt (C.74)

5 B S
<0 = /sin 6

B 1 (sin®) N3 [k fi159 f3651°\ pis
_<|)‘|_§_K>fs —f2cS1  KkfisS2 <

f g = —— xtg-! C.76
¢(A<O) ¢(l\>0) rv/sin 6 ( )

B 1 (sin&)w*% kfisS2  —[3¢S1\ pis
—<|A|—§—“>fs focSy  kf189 ) C

Et il en résulte :
pe = det(d(r<0))

= <|)\| 1 n)2 (Sina)z‘)\lfl ksfaSe  cfyS1
2

r2 —cf351 ksfiSs
B 1 2 (sin §)21M 1
(e o
X [K2f7 f453 + f3 357 — cos O(k f1 f4S3 — f3 f3S7)].
On a aussi :
Dy = D§ + Dy = ¢(’\<0)¢Ix\<0)
B 1 2 (sin )M 1
- (w -5 - n) — (C.78)

k282 f4]?5% + 2| f229?  ksc(fafi — f3f1)S5152 g1
ksc(fsfi — fif2)518  k2s%|f1|?S% + 2| f3]253
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P = (I~ 1 H)QM (C.79)

r2

x5 (|f1|2+|f4| )55+ (7 + 1£517) 58]

X

C.1.3 Séparation des variables r et 0
L’équation d’onde s’écrit, avec (C.24)) :

v/()’(\—epig)(_ig) _ E)’fem@ _ <M1 —M3> ePi3
r

My M,

= [ (5 )i i

My =~ (B+ %)f; iy m%}v

MQ::—(EJF%)fQ—z';—m%]V, (C.80)

M,y = :— (E+g)fj+if +iR® f—d}
Comme Q) = m, I’équation se simplifie en :

0= Y[v’ ()?em's) (—ig)ePis — %)?} + pym. (C.81)

Orona:

Y[V/ (X'em‘z) (—ig)e PP — %X} (C.82)

_ (fl*U*Ml + 5V My —f{U* M3 + fg*V*M4)
=3V My + fuUM> 3V M3 + fLUM,
frU*M, + f3V*My = D1 |U|* + Dy| V|2, (C.83)

D= (B4 ) sy +ifi g+ in2E
Dy = —(B+ ) fufs —ifif5 - f1f2
fsV Mz + faUMy = AU + Ao| V|2, (C.84)
A= (B4 O) fi s —if s — i B
Ay i= (B4 2)fufs +ifafi + ﬁ@
— fsVMy+ fUMy = [(B+2) fufs —ififs - m%]UV

- K )f2f4 +ifsfa+ ’LHM} uv (C.85)
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fifi

}U*V* (C.86)

* * * * a * * . * * .k

— U M3+ f3VEMy = [(E+;)f1f3 +ifi f5 + ik

a * * . * * . *f*f*

- [(E‘f‘ ;)fzfz; —ify fi ik 721"3
Donc I'équation d’onde équivaut au systéme suivant :
0="D;|U]*> +Ds|V|* + 1px, (
0=—fiU"Ms + f3V* My, (

0=—f3sVM; + f,UMs, (089
0:A1|U|2+A2‘V‘2+I‘px. (

}U*V*

De plus on a :

oy — XX = <f4U —f;V> (fo* f;V*)

[V ffUT J\=fsV  fuU
= [ 1UP + 5 IV, (C.91)
px = (FLRIUP + 5 IV (AU + R f51VP). (C.92)
SiA>0ona:
1 2
U2 = (|)\| -5 f;?) (sin )2 252, (C.93)
1 2
V? = /<;2(|/\\ —5~ 112) (sin )2 5282 (C.94)
SiA<Oona:
1 2
V|2 = <|)\| -5 /-;2) (sin§)2A 2 52, (C.95)
1 2
U2 = ,«;2(|)\\ —5- Iiz) (sin 0)%M 5252, (C.96)

La premiére équation du systéme radial, (C.87)), nous donne donc :
(Di|U? + D [V)(DI U + D3|V[?)
= (i alUP + BV AP + RV (C.97)

On n’aura une séparation des variables que si on identifie les termes en |U|*,
V[ et [UPIV]

DiD} = f fi fi fu, (C.98)
DiD; + DyDy = P(ff fafofs + [fif5 fs) (C.99)
DoD; = fof3 f f. (C.100)
La premiére et la troisiéme se simplifient en :
D1 = PIf1fi*; Dy =€ 1fS], (C.101)

Do|? = P|fof5 | Do = e2lfofy, (C.102)
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ou [y et Iy sont des réels. L'équation (C.99)) devient :

e fifie 1SS fs + el fa fye T MAfT o = (fT fafo s + [ LS5 fs),
I1 = I mod 27 (C.103)
La méme étude, pour 'équation (C.90)), nous donne :
(AU + Ao VI2)(AT|U? + A3V ?)
= (fi flUP + 5 fIVINALNUP + faf5 V). (C.104)

On n’aura une séparation des variables que si on identifie les termes en |U|*,
[VI[* et [UPIV]?

ALAT = 2? fuf{ fi fa, (C.105)
ALAG + Ao AT =22 (ff fafofs + FIL 5 f3) (C.106)
As A5 =2 fo f5 f5 f5. (C.107)
La premiére et la troisiéme se simplifient en :
AP = fifi 1% Av= e fuf, (C.108)
Dof* = v?|faf51%5 Az = e fafs, (C.109)

ou ry et ro sont des réels. L’équation (C.106]) devient :

e fifie " f fa + € fofye T fi fa = 22 (f1 fafofs + LTSS f3),
r1 = ro mod 27 (C.110)

On peut voir que les équations ((C.88) et (C.89)) sont alors satisfaites. On ob-
tient donc la séparation des variables en supposant que les fonctions radiales
satisfont le systéme radial :

= fa; B:= fo; C:= f3; D= [y, (C.111)
( ) —zD’—ngJrle”lA—o (C.112)
( ‘;‘)BHB'H;DHe”lC—o (C.113)
( 0‘)A+1A’+zE — e~ D =0, (C.114)

T
(E+ f)C’—iC'—iEA—re*i”B ~0. (C.115)
T T

ol [; et r; sont deux réels quelconques.

C.2 Reésolution du systéme radial

Le systéme d’équations radiales (C.112)), |C.113| (C.114)) et (C.115) est
identique au systéme linéaire résultant de 1’équation de Dirac, si I'on y
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suppose la nullité de [y et de r;.Le comportement asymptotique a l'infini
des fonctions A, B, C et D est donc le méme que pour ’équation de Dirac.
C’est ce comportement asymptotique qui impose de ne considérer que des

fonctions de la forme :

A= (apr® +ar* T 4.+ anr‘("*'")e_A"”"7
B = (bor® +byr*Th 4+ banJr")(fAm’”7
C = (cor® + e+ cprsT)eAmr,
D =(

= (dor® + dyr° Tt + ...+ dnrH")e*Amr,

(C.116)

ou s et A sont deux réels positifs. Le degré n de ces polyndémes peut étre nul,
auquel cas ils se réduisent au seul premier terme. Rappelons que ce degré n
des polyndémes radiaux est relié au nombre quantique principal n de ’atome

de Bohr par :
n = |k| + n.

L’équation est équivalente & :
0=—E( +aor+-+ap1r"+apyr"*h)
—afag +ayr + - 4 apr™)
+ihm(  +agr+ -+ an_1r" 4 ap,rth)
—i[sag + (s + 1)arr + - + an(s + n)r"]
—ik(co +e1r 4 - 4 cpr™)

+e T mr( Ador 4+ dpr™ 4 dpr™ .
De méme 'équation (C.113)) est équivalente a :

0=—E( +bor+-+bp_1r™ +by,r"™)
—a(bg + byr + -+ bpr™)
+iAm(  +bor 4+ -+ by + bpr™ Y
—i[sbo + (s + )bir + -+ + (s + n)bpr”]
—ir(do +dir + -+ dpr"™)

—eM( deor+ e+ o™ F et

Puis I'équation (C.115)) est équivalente & :
0=—E( +cy+-+cor™+cyr™™h)

—afco +crr + -+ epr™)
—iAm(  Hcor 4+ Cpo1r" + cpr™
+i[sco + (s + V)err + -+ + (s + n)e,r™)
+ik(ag + arr + - - + a,r")
+e—ir1r( +bor+ -+ by + bnrn+1),

(C.117)

(C.118)

(C.119)

(C.120)
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Et enfin ’équation (C.112)) est équivalente & :

0=—E( +dor+--+dp_1r" +d,r™)
—a(dy +dir+ -+ dpr™)
—iAm(  Hdor 4+ dp_ 17" + dpr™)
+i[sdo + (s + )dir + -+ -+ (s + n)d,r"]
+ik(bo + b1z + -+ - + bpa™) (C.121)
—eM( dagr+ - Fan_ 1"+ a,r .
On obtient donc trois sortes de systémes : avec indice 0, avec indice entre

0 et n, et avec indice n. Pour 'indice zéro, le systéme dépend seulement de
a, ket s:

0= (—a—is)ag —ikcy ; 0= (—a—1is)by — irdy,
0 =irag+ (—a+is)co; 0=irby+ (—a+ is)dp. (C.122)
Ces systémes sont exactement les mémes qu’avec ’équation de Dirac. Ils

sont constitués de sous-systémes. On n’obtient une solution non nulle que
si le déterminant de chaque sous-systéme est nul, et donc si s est tel que :

0= (—a—is)(—a+is) — K% K =s+a? s=Vk2—a2  (C.123)

C’est de la que vient la condition k # 0. Posons :

s+ia = |kle"; s —ia = |kle™". (C.124)

Le systéme (C.122f) donne :

o= 220y = —eMag; do =
||

K Sy = — e~y (C.125)

|5
Avec l'indice n on a le systéme suivant :

0= (—E +iAm)a, + e "rd,; 0= (—F +iAm)b, — e''lc,,
0= —(E +iAm)d, — e"'la,; 0= —(E +iAm)c, + e "rb,. (C.126)

Ce systéme forme deux sous-systémes semblables,; avec le méme déterminant
D. Une solution non nulle n’existe que si le déterminant est nul, ce qui
donne :

—E +iAm e~y

0=D= —eth1] —FE —iAm

= B2 4 A?m? — b1 (C.127)

On n’obtient la relation attendue pour la masse-énergie que si :

Iy — 7 =7 mod2m; e = —¢ilh, (C.128)
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Et alors on a :

0=D&lIr=

0=D < E?+ A’m? =m2.

Il existe alors un nombre § tel que
E+iAm = mgei‘s;

Le systéme (C.126|) se réduit alors a :

d - E —iAm
n = e—iirlra”
E +iAm
b, = —cp
e~ 'Mr

C.2.1 Casoun=0

E —iAm =mge”

RADIAL

E? + A*m?,

g

0

- \ﬁeimé)am
r

_ \ﬁeimw)%
r
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(C.129)

(C.130)

(C.131)

(C.132)

Si n = 0, c’est-a-dire si les polynémes radiaux sont des constantes, le

systéme radial se réduit a (C.125)), (C.131)) et (C.132)), et on a donc :

E —iAm i — S
do = - = bo,
0 e—iry 0 |%| 0
E —iAm i — S
o= . = ao-
0 el K|
On obtient alors :
E —iAm)? ia —s)?
( I ) apby = ( 3 ) boao,
E—iAm _ s—i«a
My B |

Et comme E, s et my sont positifs, on a une seule possibilité :

E A
——i;—m:g; aF = sAm,
Mg k" my |
22 2/ 2 2 2 Sng
E= T
2 )
o
142
T top

qui est la formule de Sommerfeld pour n = 0.

(C.133)

(C.134)

(C.135)

(C.136)
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C.2.2 Casn>0

Dans ce cas, il existe au moins un systéme contenant deux indices consé-
cutifs :

) [ +i(s +n)]a, +ikc, —e rd, 1,  ( )
E - iAm) n1 + [+ i(s +n)b, +ikd, — e e, ( )

) [ i(s 4+ n)]cn — ikan — e b, 1, (C.139)
0= (E+iAm)d,_1 + [a —i(s +n)]d, —ikb, — e la, ( )
En multipliant (C.137) par E+iAm, (C.140) par e~"1r, et en ajoutant, on

supprime les termes d’indice n — 1, et cela donne :

Cp—1+ |t —1

0 =(E +iAm)[a +i(s + n)|a, — ike "'rb,,
+ik(E +iAm)ec, + e "r[a — i(s + n)]d,. (C.141)
Dans le cas ot n est le plus grand des indices, c’est-a-dire le degré des

polynémes radiaux, on peut utiliser les égalités (C.131)) et (C.132)), ce qui
donne :

ei’l‘ll

O :(E —+ 'LAm) [Oé + Z(S =+ n)]an — il{eiirlrmcn
A E—iA
+ik(E +iAm)e, + e Mrja —i(s + n)]#an
e '"ir

= [(E+iAm)[a+i(s +n)] + [o —i(s + n)](E — iAm)]a,. (C.142)
Ceci n’est possible, puisque a,, # 0, que si :

0= (E+iAm)[a+i(s+n)] + [a —i(s + n)](E —iAm),
aF = (s+n)Am, (C.143)

alE = (s+n)y/m2 — E2.

On en déduit :

a’E? = (s +n)*(m) — E?), (C.144)
[@® + (s +n)?|E? = (s + n)zmg, (C.145)

(s +n)?m?

2 _ g
B = e (C.146)
E= g (C.147)

2

«
bt (s +n)?

Cette formule, d’abord obtenue par Sommerfeld dans le cadre de la théorie
corpusculaire de Bohr, est donc vraie pour tout entier naturel n. On en
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déduit :

mgei‘S =F+1iAm =

S+n(s+n+za), (C.148)

po_tWmg s stndia (C.149)

(s+n)2+a? VK2 4 2sn +n?

Pour un indice intermédiaire j quelconque, le systéme (C.137) a (C.140)
permet de calculer les termes d’indice j & partir des termes d’indice j — 1 :

s+ j —ia)a; + ke, = (Am +i1E)a;_1 —ie rd;_q
| —ia)a; J A E)a;_ ”’1d
kaj + (s +j+ia)e; =
(s—i-j—l-ia)dj—i-/ibj—

kdj + (s 4+ j —ia)b; =

Am —iE)cj_q +ie” ”1er 1

)
)

Am — zE)dj 1—1—16”11a
iE)

/—\A,.\,.\

bj 1—26 llefl.

Ceci nous donne :

s | o
a;) _ (@5 ey | ((AmtiB)ag —ieT i g
cj __—Kk S+] [1e] —iF)cj_1 + ie‘"lrbj_1 ’ '

J(2s+j)  §(2s+7) (Am )
s+ji+ia . ip
(bj) o il ) ((AmﬂE) A llcjl) . (C155)
d; pierE=} szséo)‘ (Am —iE)d;y +ie" la;

Et 'on obtient les relations de récurrence :

§(2s+5)a; = (s +j+ia)[(Am +iE)aj_1 —ie "rdj_4]

— K[(Am — iE)cj_1 +ie”"rb;_4] (C.156)
§(2s +j)c; = —k[(Am +iE)a;_1 —ie” "rd;_4]

(s+j —ia)[(Am —iE)cj_q +ie "rbj_q (C.157)
(25 + 4)bj = (s + j +ia)[(Am +iE)bj—1 —ie"1e;1]

— K[(Am — iE)d;_1 +ie"la;_4] (C.158)
(25 + j)dj = —k[(Am + iE)bj 1 — ie'1e; 1]

(s4j —ia)[(Am —iE)d;_1 + i 1b;_,. (C.159)

La résolution de I’équation d’onde se termine par le calcul de la normalisa-
tion, qui nécessite le calcul de J°. On a :

Dr = ép,¢'; D = ¢pio', (C.160)

1—///dv— ;C///dv(?D%—i-?D%).

En coordonnées sphériques, ceci nous donne :

e} ™ 27
1 :z;;”/o T2dr/0 sineda/o (?D%+?D%)d<p. (C.161)
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C.3 Cas des petits nombres quantiques

Le degré des polynomes U; et V4 est n = |k| — 1/2 — ||, donc la valeur
absolue de A est un demi-entier inférieur strictement a la valeur absolue de
k. Pour le nombre quantique principal n = 1, et comme la plus petite valeur
possible de |k| est 1, le degré n des polynémes radiaux est nécessairement 0 :
ce sont les états 1s1,5 : n =0, |k] = 1, A = +£1/2. Ensuite, pour la somme
|k| +m, sin =2, ilya seulement deux possibilités, car 2 =2+0=1+ 1.
Si |k| = 2 alors n = 0 et |)| est inférieur a 2, donc on a 4 états 2ps/, :
A = 13/2 et A = £1/2. La seconde possibilité est || = 1, pour laquelle
|A| est inférieur a 1, donc ne peut valoir que 1/2. Cela nous donne les deux
états 251,95 |k| = 1, A = £1/2, dont on va voir qu'’ils sont doubles.

C.3.1 Etats 1s1/2
Comme x =1et A =1/2, (C.48) et (C.52) donnent :

A D B
Ulz—]_; Vlzf].; Flsz; F2:77; ngfg; F4:77. (0162)
r r r T
Avec (C.74)) on obtient alors;
_ S {(cA —sB\ i, ¢ 0
pet’ = i(g2AD + s*CB), (C.164)

T2
S (PAA+s’BB  sc(AC — DB)Y .1
Do = S )

sc(CA—BD) DD+ s2CC (C.165)

r2

S (PAA—s*BB  sc(AC + DB) _
— [ _ 2 =2 S=VY _ 1
D3 = dozol = 5 (sc(CA +BD) —¢DD+5CC)°
1 _ _ _ _
0= ﬁ(&AA + 8°BB +*DD + s°CC), (C.166)
1 _ _ _ _
DY = ﬁ(QQAA —8’BB — DD + s*C0). (C.167)
On pose :
lag| := au; ag := a1e'®?; 2¢:=Inl—Inr. (C.168)

Ensuite, comme n = 0 et k = 1, pour 'état 1s1/2 tel que A =1/2, on a :

E —iA 1 ,
E = smg; Am = amyg; # =e v o et~ (C.169)

1 , . ,
b= \/:ao = a1t g = —ay e’ dy = o et T,
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A= alefAmr+io¢2Ts; B _ _alrsecfAmrfiozg
C = —ne® e M D = qy ') psel AT
AA = CC = o2r¥se=2Amr (C.170)

BB =DD = a%lr%e_m"”'.
r

lp étant la longueur de Planck, on obtient donc :

1 d Jo 21
J=-(Dg+ —D3); — = 2252 =20mr C.171
k:( Uns Ma 8); he  1hm, err € ( )

La normalisation de I’onde permet de calculer aq, la phase as restant quel-
conque puisque ’équation d’onde est invariante de jauge :

JO 2 9] 27 - -
1= /// dv=E = a—;—/ d<p/ sin@d&/ dre—2Amr .25
e lpma Jo 0 0

_ 8mall(2s +1) | o ma/ 2132 (20)5+1/2 (C172)
Boma(2Am)2+1 T T 8T (25 + )]/ '

On notera 'unicité de la solution obtenue, & la phase as prés.
Pour l'autre état 1s1/2, ot sk =1et A\=—1/2on a:

V:*VSiHQCOSgUl; U =-1; Uz\/Sin&sin%Vl; Vi = -1,

rGy=—-A; 1G3=-C; rGy=-B; rGy=-D (C.173)
et I'on a :

petf = det(¢) = 5°G1Gy + *GyG3 = %(gQAD + ¢*CB), (C.175)
o= (AL S D)
Ds = ¢o3¢ = % ;;égi 5253?)) §Q%(C_’é'4€ ;gf?) S7h(CaT)

On a alors :

2r2(¢pmo)? =1(s>AA + *CC) + r(*BB + s*DD)

=14A +rBB. (C.178)

Donc la normalisation présente exactement le méme résultat que pour la
valeur positive du nombre quantique magnétique .
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C.3.2 Cas des polyndmes radiaux non constants
On pose alors :

e NP Pyi=ag 4 air + - + apr”,

(
sefAmTPb; Pyi=bo+bir+-- +byr™, (C.180

(

(

I
S

rse_A"”PC; P.:=cy+cir+---+ec,r”,

’I“Se_AmTPd; P, = dO +dir o+ dn,rn.

S aQw
i

Sik=1et A\=1/2,J° est donné par (C.171)) et pe*’ par (C.164).
Sik=1et A= —1/2alors J* est donné par (C.178) et pe*” par (C.175).

C.3.3 Casn=2etn=1:états 2s1/2

Dans ce cas particulier on a |k| = 1, ce qui correspond aux deux états
2s1/2. Dans ces états, on a |A| < 1, donc A ne peut prendre que les valeurs
1/2 et —1/2. Du fait que k> =1, on a :

s2+a’=1;s=V1-a? s+ia=1€"; s—ia=e; yxa, (C.183)

e .’7 671—7

co = ————ap = —|kle " Vag; do =————by = —|k|e” by, (C.184)
|| |5
€¢573+1+ia:E+iAm; eﬂ.é:erlfia:Efz’Am’ (C.185)
VEsiz . m Vaits T m,
o210 _ (s+14ia)?  [s* 425414 2i(s+ 1)a—o?
o 25+2 25 + 2
252 + 25 + (25 4 2)ia , -
%5 1 2 s+ia=e"; =20 mod 27 (C.186)
el — ei(v—é); ei('y-i-é) — 30 (C.187)
On a aussi :
E —iAm | T
b= — =yl " Vay, (C.188)
E +iA 1.
by = Eibm \[ it (C.189)
e—ZT‘lr r
am
aE = (s +1)Am; Am = —Z—, C.190
by NoTE (C-190)

(s +1+ia)(Am+iE) = imgVv2s + 2,
(s +1—ia)(Am —iE) = —imgyv2s + 2. (C.191)
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Les relations entre coeflicients d’indice 0 et coefficients d’indice 1 deviennent :

(25 4+ 1)ay = (s + 1 +ia)[(Am +iE)ag — ie” " rdy]

— |6|[(Am — iE)co +ie” " rbo), (C.192)
(25 4+ 1)e1 = —|k[[(Am + iE)ag — ie” " rdo)

+ (s +1 —ia)[(Am —iE)cy + ie” " rhg] (C.193)
(25 4+ 1)by = (s + 1 +ia)[(Am + iE)by — ie"lco]

— |&|[(Am — iE)dy + ie" lag] (C.194)
(25 +1)dy = —|&|[(Am + iE)by — ie'™1co)

+ (s + 1 —ia)[(Am — iE)dy + ie™ 1by). (C.195)

Avec (C.184), (C.192) devient :
(25 4+ 1)ay = v/2s + 2e“[imge P ag — ie " r(—|k|e” Vb))
— |K|[—imge (—K)e”Tag + ie” T rbo)

= imge (V25 + 2e" — 1)ag + i|k|re ™" (v/2s + 2e7% — 1)bg

= imgePag + i|rlre T2 p, (C.196)
De méme, (C.193|devient :
(25 + 1)y = —|k|[imge P ag —ie ™ r(—|k|)e by

+ V25 4 2¢O [—imye®® (—|kle*Pag) + ie " rby)

= i|k|mge ™ (v/2s + 27 — 1)ag +ie”"re 2" (v/2s + 2 — 1)by
3040 +ie " rhy. (C.197)
Ceci nous donne, avec (C.188)) et (C.189) :

= i|k|mge —ir

7

0 —1(20+7r
ap = m(mge ap + |:‘i|I‘€ (20+ 1)b0), (0198)
by = ﬁ(mgeiébo + |k[1e? 172 g ), (C.199)
= 28: . (IKlmge™®ag +re""by), (C.200)
di = 28: 1(|I‘i|mg€_3i6b0 +1eay). (C.201)
On a aussi :
Co = —efwao; do = —67i’yb0, (C202)
ar = ﬁ(mgewao +re OFpg): by = %lﬁ(mgei‘sbo + 1" qy),
o= — (mge™3Pag +re”"by); dy = : (mge 30Dy + 1e' ag).

2s+1 2s +1

(C.203)
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On a obtenu pour I’état 2s1/2 de nombres quantiques |x| =1 et A = +1/2:

_ S{({cA —sB\ . ¢ 0
d)_T(SC CD)e 7p**_EX,

. 1 _ _
pe’ = T—Q(Q2AD +52CB) = = |
S <c2AA+szBB sc(AC—DB)) 1

DO = S )

\}
\}

~ r2 \sc¢(CA—BD) DD+ s2CC
S (PAA—s’BB  sc(AC + DB) _
_ to 2 (At Be AL - !
D3 = ¢o3¢' = r2 (SC(CA +BD) —c?DD + s2CC s
1 _ _ _ _
Df = 5 5(PAA+5°BB +*DD + 5°CC), (C.205)
1
0

3 Qﬁ(QZAA — BB — DD + $*°CC).
T

L’invariant €2 et 'angle 8 ne dépendent que de r et ug, et ils s’annulent
dans le plan équatorial uz3 = 0. Dans ce plan équatorial, si €2y s’annule
aussi, p est également nul, alors que la résolution de I’équation repose sur
I’équivalence avec I’équation sous forme complétement invariante, donc sur
I’hypothése que la fonction d’onde a ses valeurs dans Cl3. On peut voir que
lexistence de valeurs de r annulant p vient du terme en agbj dans ;. Il y
a cependant une solution & cette difficulté, qui consiste a annuler ag ou bg.
Si by est nul on a :

i

co=—e Tag; do=by=0; a= mmyemao,
by = o 1 Mag: ¢ = ! mge Pag; dy = ! le™ .
25+ 1 ’ 2s4+1 9 ’ 2541
(C.206)
AD -
— = P28 2e72AM (0 4 ayr)dyr
r
25—1_—2Amr M0G0 _; . e
=7r s € mrme 1 ( —1+ mmgT’), (0207)
CB _
-~ _ T28+26_2Amr(00 + Cl’f')blT’
r
25s—1_—2Amr 1(105,0 —iry (_|_ eiié ) (C 208)
=r e —e ) mgr ). .
25 + 1 2s+1 7

Et alors (C.204)) devient :

iB _ 2542 ,—2Amr 10000 i,
2s+1

s+1 mgr . o
x[w/ 5 25+1erg(i1+—T+2(23+1)mgr>] (C.209)

pe
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s+1 mgr
2 2s+1

de p : ¢ est donc bien & valeur dans CI3. Il reste & déterminer la valeur du
module |ag]|, grace a la normalisation. On a :

Comme est strictement positif pour r non nul, il en est de méme

J 1 1 d
s ( D, + DR)) T (D0+ m—Dg) (C.210)
AA = r25e72A (0 + ayr) (Gg 4+ agr) = CC
2amgr m2r?
2. 2s —2Amr g g9
1- 7 C.211
= laol™r [ V2s+2(2s+ 1) i (25—!—1)2} ( )

_ 212
BB = r?%e72A (q 1) (ay7) = 25“6*2/‘”““& =DD, (C.212)

(25 +1)?
J_ 18 QQIA/_lj— §2rBE §g(lAC’ —rDB) g1 (C.213)
he  Bmg 12 \sc(1CA—rBD) c*rDD + s’1CC ' '
La normalisation s’obtient grace a :
J° 2UAA L 20RP 214 4 2p R
— = 535’ 1AA + 5°rBB + s*1AA + C*BB]
he  2lpmgr
1 _ _
=——[1AA+rBB 214
Sy A4+ TB ) (C214)
Jo 1 27
1:///dv—* o3 / dw/ d6'sin @
he
2am 2m?
d 25 —2Amr _ g’ + g9 2 ) C.215
/ " E V25 1 2(25 + 1) Gz o (C29)
Avec :
o0 _ I'(2s+1+mn) m m
_ 2s5+n 2Arm __ . o g __ a
I’n, —/O dr r (& = W, V= H = m797 (0216)
on obtient :
21| ag|? 2am, 2m?
1= — : I + I C.217
Ipma o V25 +2(2s+1) " (25 + 1) 2] ( )
~ 2ml|ag*T(2s + 1)S go1__ v v 2(s+1)
N 13ma(2Am)2s+1 7 B AV2s+2  A2(2s+1)’
ZS u 2A 2s5+1 l3 a 2A 2s+1
jag? = [pmalZAm)T [l ma(2Am)T (C.218)
2r1ST(2s + 1) 271ST' (25 + 1)
Pour I’état 2s1/2 de nombre quantique magnétique A = —1/2, on utilise

aussi en premier le cas particulier by = 0. Comme || =1 et A = —1/2 on
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a:
- 0 - .0
V:—\/smﬁcosiUl; Uy =-1; U:\/s1n0s1n§V1; Vi=-1,
rGy=—A; 1G3=-C; rGy=—-B; rGy=—-D (C.219)
_S{(=sA —¢B\ ., __ ¥ 0
¢(}\:7%) —; (CC —SD)e ] p——g—EX 5 (C220)
Et on obtient :
- > -1
=  _pis(—sD B\ S
p=e (—CC —sA) - (C.221)
i A -1
t_ o opis (84 O\ S
o' =e (—CB —sD) " (C.222)
b¢p =r%(s>AD + *CB). (C.223)
On étudie ici le cas ou by est nul, ce qui donne :
: is
s — imge
co=—e Tag; dy=—-e""Tbg=0; a1 = 2811%
ilet(=v+r) imge 3% ile’
1 25 11 ao; €1 2 + 1 ap; a1 25+1a07 ( )
0 ;
dy = lao*e™ ™1 =mgmgr = 5—— ) C.225
(ap + a1r)dy = lag|“e (28+1)2mgr 5 i1) ( )
—i8 .
b = Jaol1e ™ (o5 ) C.226
(CO+01T) 1 |a0| e (28+1)2mgr+28—|—1 ) ( )
On a alors :
_ 1— _1 _
pp = 2 Le2Amr (Tu?’(ao +ayr)dy + +Us (co+ clr)bl) (C.227)
_ |a0|21r2se_2Am"[ V2s+2 — 1ug (1 _ amgr )}
22s+1)27  2s+1 (25 +1)y/2s+2

Donc 'onde est bien a valeur sur le groupe Cl3, comme précédemment. On
a, lorsque X change de signe, juste un changement de signe de g8+ 1 :

(B ) s —oAmrMgV2s +2
pe (B+m1) — M +ifdp; O = |Cl0|217“2 e 20 (SJQSW, (0-228)
Qy = |ao|2lr2se—2Amr 13 (1 -~ ATmgT ) C.229
2 = |aol 25+ 1 (25 +1)/25 + 2 ( )

Ensuite la normalisation calcule :

J 1 < s?2IAA+ *rBB  sc¢(—1AC +rDB)

- T D £ 5 -1
e 32 sc(-1CA+rBD) *1CC + s*>rDD ) 5 (C.230)
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La densité de probabilité vaut donc :

0
% _ 213%@21“ + BB + ACC + s2rDD). (C.231)
c o

Donc le calcul est le méme que pour 'autre signe de .
C.3.4 Casouay=0

Dans le cas A\ =1/2 on a :

i

—1 r . _ _n. _ i
a; = 5 1 1[‘6 (r+ 1)b07 ag=co=0; b = mmge bo,
¢ = 28:_ 1[‘67““11)0; dy = 28:_ 17719673“;1)07 (C.232)
ire—t(v+r1) imgre®
A=0b s+1 —AmrL, B = bors —Amr <1 g ) C.233
or e 2511 ore T o) (O3
C=b s+1 _—Amr T —iry. D = bors —Amr( iy tmgr —31’6).
oT e 725+16 ; or°e e +25+1e

Les invariants p et § vérifient :

) 1 _ _ 1 _ _ _ _
pe’ = ﬁ(Q2AD + 5°CB) = 5,2[AD + CB +us(AD - CB)], (C.234)

1 _ _ )
ﬁ(AD 4+ CB) = r?5 e 20mr b |2 [ﬁe"“mgr cos 6} (C.235)
1 _ _ r . meT
—~ (AD—-CB) =1 2s—1_—2Amr b 2 —iry (1 g . 5)
2702( CB) =ir e [bo| 23—1—16 +28+1sm
(C.236)
On en déduit que l'on a :
pet BT = et =: Oy + i, (C.237)
_ b2 r2s+1€72Amr{ mgr V25 +2 Jrz-ug(l i amgr )}
25+ 1 25+ 1 2 (25 +1)v/2s + 2
10021 0si1 —onmr Mg V28 +2
0 = —— 25t mr__9° _Y7° % C.238
L= 9%s+1 € 2s+1 2 (C.238)
001 511 —oa amgr
Oy = ———p2stleg=2Amr,, (1 + —g>. C.239
T 2541 ? (25 4 1)v/25 + 2 ( )

On peut voir que p est défini en tout point, et que les valeurs des densi-
tés relativistes 27 et €25 sont exactement égales partout a celles de 1’état
2s1/2 de méme valeur de A. On va établir qu’il en est de méme pour la
normalisation de 'onde. On a :

J 1 (czlAA +s’rBB  sc(-1AC +rDB
2

- - _ > £ L -1
e 13mgr? sc(-1CA+rBD s°1CC +C2I'DD> o (C.240)



322 ANNEXE C. L’ATOME D’HYDROGENE

Orona:
_ 2amgr m2r? _
BB = |b 2T286—2Am'f' |:1 _ g9 + g :| — DD7
ol 25+ D)v2s 12 | (25+1)2
— _ I‘2’]’2 —
AA = |b0|27"286 2Amrm =CC. (C241)
On obtient donc :
‘IO |bo|2I' 25—2 72Am7‘|: QOngT + 2m£2]r2 :| (C 242)
_ = - e — . .
he  13mg (2s+1)v25s+2 (25s+1)2

Donc la normalisation de I'onde lorsque A = 1/2 et ag = 0 est exactement
la méme que pour 'état avec A = 1/2 et by = 0.

Avec ag = 0, on obtient ensuite pour I’état de nombre quantique magné-
tique A = —1/2:

V:—\/sinﬂcongl; U =-1; U:\/sinﬂsingvl; Vi=-1,

TGl = —A; TG3 = —C; rGg = —B; TG4 =-D (0243)
S (—sA —c¢B ; %)
1y — — - - _ D3 . - _ T _ 0
(b()\:_é) , (CC SD) e p 9 Ex 5 (0244)
Et on obtient :
3 P -1
- _pis (—8D B\ S
p=e (—CC CsA) (C.245)
i (—sA  cC\ STt
¢l = e Pis (_CB _SD> — (C.246)
pp =r%(s*AD + *CB). (C.247)
On a choisi ici le cas ol ag est nul, ce qui donne :
) ) ; @0
do=—e "by; co=—€ Tag=0; by = Z:Zfl bo
i t(—y—r1) ; —3i6 L, —iT
ire imge ire
ay 28+1 0, 1 28+1 0; C1 28+1 0, (C 8)
i6 ;
T T (|2, € ¢
arr(do + dir) = |bol e 1rr<(28 n 1)2mgr iy 1), (C.249)
—is .
R — 2 —ir1 € ¢
c1r(bobyir) = |bo|“rre (7(25 n 1)2mgr + Gy 1), (C.250)

On a alors :

_ 1-— - - 1
PP = 7“25716721\"” (721“)’ (117"([)0 + le’) +

U3 (b + Elr)) (C.251)

= |bo|?rr*e

,QA,,W[ V2s+2 — 1ug (17 amgr )}
225+ 1)277 " 25 +1 (2s +1)y/2s + 2/
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Donc 'onde est bien a valeur sur le groupe C13, comme précédemment. On
a, lorsque A\ change de signe, juste un changement de signe de 5+ 7y :

2s _—2Amr MgV 25 +2

pei(5+7“1) =0 +1Qy; Q) = ‘bO‘er e (28 n 1)2 R (0252)
Qg = [bp[2rr2se—2Amr 13 (1— ammg" ) C.253
2 = [bol"rr e 25 + 1 (25 + 1)v/2s + 2 (0.253)

Ensuite la normalisation calcule :

J 1 < s?2IAA+ *rBB  sc¢(—1AC +rDB)

- T D £ 5 -1
he 32 sc(-1CA+rBD) 1CC + s*>rDD ) 57 (C.254)

La densité de probabilité vaut donc :

JO 1

— = 21AA + rBB + A1CC + s’rDD). 2
e 2l§’;r2[§ +c°r + c°1CC + s°rDD) (C.255)

Donc le calcul est le méme que pour 'autre signe de .

C.3.5 Cas des états 2p;);

Ces états ont un nombre quantique n nul, c’est-a-dire des polynoémes
radiaux constants. On a ici :

k=2 rK2=4=s>+0a>% s=+V4—0a2 s+ia=: 2",

E+iAm =mye"; aF =sAm; E= MMy (C.256)

2 9

1. , 1.
dp = \/;el(””ao; co=—e Tag; by =— ;e"lao.

Les fonctions radiales vérifient donc :

A= aorsefAmr; C = 7@06717T567Amr,

1, 1,
B- —\/;emaorswmr; D= \[re“’”’aoﬁew. (C.257)

Les fonctions angulaires sont données par :

1 1
U = (A~ 5 — 5)(sin ) (C.258)
J=lrl=IAl-% 1 1
B U B T MUY RS TR
ot (IAl+ 3);4! 2
Vi = k(A — % — k) (sin )\ (C.259)

J=Irl=IAl-%

1 1
> (1A +1 - |/-;|)j1(|A| to [%1); sinzj(e)'
i=0 (Al + 2)j415! i

X
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Etat 2p3/2, A= 3/2

Les fonctions angulaires vérifient alors :

j=2-3-3 3 1 3 1
, 341 9y (34941 ,
U1—(g—2—%)(sin€)%_E AR (34):(12)+| +2)an2j(g)
j=0 2 723
= —sin6, (C.260)
3 3_;J:2_%_% (%+%72)J(%+%+2)J 2j ¢
V1:2(§—7—2)(sm9)2 2 EEST n (5)
=0 2 2)i+17:
=2(—sinf)- = —sin6 C.261
(
On a donc
F, — —smﬁA; F, — 51110[) F, = bln@a F, — smGB.
r r r
(C.262)
b=9 (ZE _c;]’;“) ePis p= 37“) — Ex°, (C.263)
sinf _, (cA —sB i
0= S(SC CD) pis (C.264)
Ceci donne :
g sin %0, , 9
e’ = 7( AD + s*CB)
|(10|2 : 2 25—2 —2Amr 1 —ir .
= —sin Or=s"e o€ (s +iusa), (C.265)
. _sin@ —pis cA  sC\ ;4
o' = - e <—sB D S (C.266)
Il en résulte :
J sin?6 , (21AA + §2rB_B §g(1f_16_' — rDB_ g-1 (C.267)
he 72 sc(ICA—rBD s%1CC + c*rDD '
0 2 27
1:///dv‘7]i |a|l/ /dGSmﬂ/ dr r2se=2Amr
c
B lao|?1 4 T'(2s+1)
= l:},ma( 7r) (2Am)25+1 , (C.268)
313mg (2Am)2st1
D a
= . 2
[ao] \/ Sall(2s + 1) (C-269)
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Etat 2p3/2, A= 1/2

Les fonctions angulaires Uy et Vi vérifient :

_7:1
0 ..
22 . bmf)% = —1+3cosh (C.270)
j=0 ﬂ 2
j:l 9
Z (sin )% = —1 — 3 cos¥. (C.271)
J= J+1.7' 2
Il en résulte :
F1:—1+3COSQA; F2:—1+30050D
r r
1+3 0 1+3 0 -
F3:_ﬂ; F4:_ﬂ37 (C.272)
T r

71+30050A 81+30050B ; A
(b S ( 1+3cos€c C—1+§COSGD) e’ 3 p= 5 - EXO' (0273)

Avec ¢? = £ et 52 = 12 pnous avons

q%:gz(ﬂ)QADJrgz(ﬂ)ZCB, (C.274)

T
_ B i 1 . _ B . 1 .
AD = |a0|r256 2Amre zrl\/7617; CB = |a0|7"2s€ 2Amre iry ) 2oty
r r

Donc on obtient :

— e 1
63 = |ag 222~ 2Amr g—im \/;[s(l + 3u?) +ia(9ul — 5uz)].  (C.275)

Donc p est partout non nul et ¢ est bien a valeur dans C'3. Ensuite on a :

e (B SRS (e
Jo+ js = gzﬂum +s %IBB, (C.277)
Jo—Js = s2wwé +g2(1_r$3)2rm‘), (C.278)
j1+ije = 50" 9“3 (ICA — rBD) (C.279)
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car ug = cos 6. Ceci nous donne :

JO - 1|a0|2

he Zmg

- flf

|a’0|21 o " : 2 > 2s ,—2Amr
= de [ dOsinf(1 + 3cos”6) drr<e
Ipma Jo 0 0

ao|?187T(2s + 1 13mg (2Am)2s+1
_ ao ( ). lao| = 1| 2 a(2Am)
T B, (2Am)2s+1 7 TN\ T RAIr (25 + 1)

(1 + 3u2)r2s—2e=2Amr (C.280)

(C.281)

Etat 2p3/2, A= *1/2
Les fonctions angulaires vérifient alors :

n=k—|\|—1/2

1 (A =k 4+ (A +E+ )0 . 9,0
U = (N - — = 2 2 si 2n7,
= > ,;0 (5 + PADan! 2
n=1
_ (_l)n(?’)n s 2n 4 _
= 2;::0 Do sin™ 5 =1—3cos¥, (C.282)
n=r—|A|—1/2 1 1
1 (Al =+ 3)n(A+E+3)n . 5,0
Vi = D [ —— 2 2 3 2n7,
= —1—3cosb, (C.283)
On a:
_ _ 2 _ 2
¢¢=g2(ﬂ) AD+§2<ﬂ> CB, (C.284)
r r

_ . 1 . _ ) |
AD = |a0|r2se 2Amre iry \/>ez’y; CB = |CI,0|7“28€ 2Amre iry | 2oty
r r

Donc on obtient :

_ 1
b¢ = |ag|*r2 2 2Amr =i \/;[s(l + 3u3) +ia(9ul — 5uz)].  (C.285)
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donc I'onde ¢ est bien & valeur dans Cl3. Ensuite on a :

he ~ Bmg \J1+ij2  jo—Js
1—3u3)?. - 14 3us)? -
jo+ja = gQ(T“?’)lAA + §2(+ri;‘3)r33, (C.287)
1+3u3)?. - 1 —3us)2 _ _
Jo—Jz= §2(+T72U3)ICC 4—22(7172u3)1~DD7 (C.288)
1—9u2 - _
i+ iy = se—s Y104 - rBD) (C.289)
Donc on obtient :
JO 1 |a |21r256—2Amr
— = o = 20 14 9cos®0 — 6ug cos ).
he e (pmo') Bmar? (1 +9cos ug cos )
21 2s ,—2Amr
- %(1 +3cos28)), (C.290)
p'lta

Et donc la normalisation est identique au cas précédent :

13mq(2Am)?s+1
laof = \/ 8ril'(2s +1) (C.291)

Etat 2p3/2, A= —3/2

Les fonctions angulaires vérifient alors :
Uy =V =—sinb, (C.292)

donc les résultats sont les mémes que pour I'état 2ps/o, A = 3/2 :

313mq (2Am)?s+1

) 2 1
pe'f = % \/:siHQ(H)TQS_Qe_QAmr(S +icus). (C.294)
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Annexe D

Divers calculs

D.1 Invariance de jauge SU(2) des quarks

D.1.1 Groupe engendré par P,

On a dans ce cas

\I/L =£+(\I/), Bl(\PL) = 1—‘0123\I/LF35; C = COS(@); S = sin(ﬁ), (D].)

W' = [exp(0P,)|(V) = CUL + STo123¥ T35,

1 _ 1 2
W= Wy = —0,0.

Cela donne :

L/n z/3+n g z3+n izBJrn
f/?;—',—n —E/n =C Z3+n —En +5 —if3+n

(D4)
L' = CL™ +iSL**™, (D.5)
L3+ = L™ 4+ iSL". (D.6)
On pose maintenant :
2LMLAT = DAt —dy 3t (D.7)
On en déduit pour les courants gauches :
DRdEn — Rt g [3tn e gt — e st g, (D.8)

2D = D} + D™ + cos(20) (D} — D3t™) — sin(20)d} 31", (D.9)
2D"3%" = DT 4+ D3 — cos(20)(DY} — D3 +sin(20)d; 3. (D.10)

329
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Ajoutant et soustrayant ces équations on obtient :

Dy 4+ D™ = D 4 D3, (D.11)
D*" — Dy = cos(20)(D}F" — D}) +sin(20)d;*". (D.12)

De ces égalités, on tire la conservation du courant total Jg,, et aussi la dif-
férence entre les courants gauches et les courants droits. Puis mettant en-
semble ces égalités avec (2.133)) on peut voir qu’elles sont compatibles avec :

W2 = dptn. Wi = D¥t — D7, (D.13)

D.1.2 Groupes engendrés par P, et P,

Le calcul est tout-a-fait similaire a celui de la précédente section. Dans les
deux cas on obtient la valeur de W' comme seul résultat supplémentaire. Et
comme précédemment, cette valeur dépend de 'entier n. Aussi on va utiliser
un double systéme d’indice : on notera W les potentiels notés auparavant
W7 qui agissent sur L"™. On aura alors :

W, = Dp>m W2 =di*t" Wi =Dyt — Dy, (D.14)

Comme dans la section précédente la somme des courant gauches et la
somme des courant droits sont invariantes, ce qui entraine la conservation du
courant J,, donc de mv,. Cela rend le systéme formé par les douze équations
(6 gauches et 6 droites) invariant sous le groupe SU(2).

D.2 Invariance de jauge sous SU(3)

On utilise la transformation suivante :

U’ = [exp(0A1)](¥),
U2 = CV? + Siv3; C = cos(f); S = sin(6), (D.15)
U3 =P 4 Siv% Ut = vl vt =t (D.16)

Ici on peut ignorer W' et U4 qui ne varient pas, I'invariance de jauge signifie
que le systéme :

6\112 = —'gg?)c-}li\l/:3 + qu\I/2’le7
ous = _%”Gliqﬂ N oy (D.17)
doit étre équivalent au systéme :
ov"? = —%G’lilll’g’ +mv, U2y,

ov’3 = —%G}'lillll2 +mv, Uy, (D.18)



D.2. INVARIANCE DE JAUGE SOUS SU(3) 331

Utilisant (D.15)) et (D.16) le systéme (D.17) est équivalent a (D.18) si et

seulement si :

2
G =G' - 206; b} =h! —80. (D.19)
g3
L’égalité (D.15]) équivaut au systéme suivant :
L? = CL? +iSL? L = CL® +iSL°, (D.20)
R? = CR*+iSR® R =CR®+iSRS. (D.21)
Quant & (D.16)), c’est équivalent au systéme :
L® =CL?+iSL? L' = CLS +iSLA, (D.22)
R"® = CR® +iSR? R'® = CR®+iSR®. (D.23)

Ces systémes peuvent étre mis ensemble dans quatre systémes de méme
structure :

L% =CL*+iSL?% L = CL® +iSL?, (D.24)
R? =CR?+iSR? R"® =CR®+iSR?, (D.25)
L' =CL° +iSL% L'® = CL® +iSL°, (D.26)
R'® = CRS +iSR° R = CR®+iSR’. (D.27)

Ces systémes ont la méme forme que ceux des ondes gauches pour l'interac-
tion faible. On peut donc faire des calculs similaires & ceux de Pour
les ondes gauches du quark d de couleur r ou g, on considére les courants :

D? = [*I? D} = [’L% D?? —id?® = 2L°L?, (D.28)
D23 +id?® = 2L°L% D2% = L*L° + L3L? d2° =iL*L° —iL*L>.
(D.29)
On obtient alors :
D?® =Di% D+ D} =D} + Di, (D.30)
d7? = cos(20)d3? — sin(20) (D} — D3?), (D.31)
D} — D7 = cos(20)(D? — D?) + sin(26)d?3. (D.32)

Une comparaison avec la rotation effectuée sur les potentiels par la trans-
formation de jauge indique que 'on peut avoir :

93 93 93
h! = 51)%3; h? = Ed?; h? = E(D% — D?). (D.33)
Pour les ondes droites du quark d de couleur 7 ou g on considére les courants :
D% = R’R?; D% = R°R®; D%® —id%* = 2R*R®, (D.34)

D%? +id% = 2R*R* D%’ = R’R® + R°R?; d%’ = iR*R® — iR*R>.
(D.35)
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On obtient donc :

DR® = D3’; D + Di = Dy + Dy, (D.36)
d33 = cos(20)d%? — sin(20)(D%, — D%), (D.37)
D7 — D7 = cos(20)(D3 — D%) + sin(20)d%’. (D.38)

Une comparaison avec la rotation effectuée sur les potentiels par les trans-
formations de jauge indique que 1’on peut avoir :

D= %3[);3; n? = %d?{”; hé = %3(17?1; — D2). (D.39)

Donc on voit ici & nouveau la dépendance des potentiels sur 'onde qu’ils
sont en train de tourner. On note donc :

hm = Ly = Lz wg) = L0y - p}), (D.40)
93 93 3 g3
iy = L0355 nhy = L vy = L(0h - D). (D.A1)

Pour 'onde gauche du quark u quark de couleur r ou g on considére les
courants :

D} = L°L% D§ = L°LS; D36 —id30 = 2L°L°, (D.42)
D’ +id® = 2L°L% D}% = L°LS + LOL%; d}® =4L°L® —iLSL°.
(D.43)
On obtient donc :
DP® = D3% DP + D =D} + DY, (D.44)
dP® = cos(20)d3° —sin(20)(D§ — D3), (D.45)
D — D = cos(20)(D$ — D3) + sin(260)d3°. (D.46)

Une comparaison avec la rotation effectuée sur les potentiels par les trans-
formations de jauge indique que 1’on peut avoir :

hi; = 2D3% by} = Ldif i = (0§ - D). (D.47)
Pour 'onde droite dr quark u de couleur r ou g on considére les courants :
D% = R°R®; D% = RORS; D35 —id%’ = 2R°RS, (D.48)

DS +id3® = 2ROR"; D} RORG + R6R5 dif =iR°RS —iR°R®.
(D.49)

On obtient alors :

DR° =Dy’ DR + DR = Dy + Dj, (D.50)
dp% = cos(20)dy° — sin(20)(D% — D), (D.51)

D'§ — Dg = cos(20)(D% — D) + sin(20)d%’. (D.52)
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Finalement, une comparaison avec la rotation effectuée sur les potentiels
par les transformation de jauge indique que l'on peut avoir :

u g3 u 93 m g3
hRi = 5D?{6§ hR? = jd#? hRi’ = g(D% — Dp). (D.53)

D.3 Simplification des équations d’onde
Avec (D.7)) et (D.14)) on a :
—3+n

(W4 iW2) L = (Dp3+n 4 iap 3L = 2D3 T (Du54)

T _ o ( 0 0) <ni”+” 0) B ( 0 0>
-y nr) \n3t™ 0 2(—npni T + Pyt 0)°

Etant donné que :

2=y " ) = 2Ty =5 (D.55)
~ ~ —3+n _
Ry Aas ) (O n%M) (3—9n i 0) — g,

0 mn 55 0

on a aussi :

Wsin _ (D3+n _ Dn)in _ [3tnp3tnyn _ pnpnyn _ E3+nL3+nZn’

(D.56)
S S e S S L S
W3LM = I3t 3t Ln = —[3n T (D.57)
Donc on obtient :
(W +iw) " — W3Lr = o3+ T — (I3 LTt
= 33T = 3w (D.58)
De plus on a :
(WL —iW2)L" = (Dp3*+" —idn 3+ " = 21" L3 L, (D.59)
L¥nLn = I = T,
(W) —iw?)Lr = 20™(—L"T*") = —2L" T = —2D7 T, (D.60)
ngi’)-l-n _ (D DZ)Z3+n _ —DZan,
(W — W) Ir + WL = —3pnT> ™" = swsT> . (D.61)

Pour le groupe de jauge de la chromodynamique, on a le méme genre de
simplification, on va le voir en détail dans I'un des quatre cas, celui de I'onde
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gauche du quark d. Avec la transformation de jauge engendrée par I'y et avec
un angle # on a :

(hf, + i )L* — b 12 = D(DF +id¥) L — (D} - DPL?,  (D.62)
2 — OL? +iSL? C = cos(f); S =sin(d), (D.63)

B — CL® +iSL2. (D.64)

En comparaison avec (D.5|) et , seuls les indices changent, pour n = 2
on a les mémes relations avec les indices 2 et 5 au lieu des indices 2 et 3.

Et alors on peut employer la méme procédure que celle utilisée pour les
interactions faibles. On a finalement :

h%i _ 923D23 hd2 g3 d23 hd3 5 (DL DL) (D65)
- 3
(h¢ ) +ih¢ )L —h¢ 12 = —3hL1L2 ~55 DY, (D-66)
_ - ~ 3
(h¢, —ih¢})L? +h¢ L% = 30 1% = 33 DL, (D-67)

On obtient des relations similaires pour les autres indices, pour les ondes
droites et pour les ondes gauches et droites du quark u, ceci nous permet
de simplifier les équations d’onde.

D.3.1 Termes de jauge de la densité lagrangienne

On considére la partie S de la densité lagrangienne £ qui donne les
termes de jauge agissant sur les ondes des quarks :

4 . .

S:Z{ —igen™ ot (ign, )" — i85 (igp, )€" ]
| ittt (i), )t — $£3+"T0“(Zg LERTT
4 ~

o [ f BT ] oo
n n m ni=, n ‘
~ +qggnw /A R SRS
On a donc :

S=5"4+524+5 4 5% 5= Zgw "

Z 2 Dnu g3 — Z 3 D3+nu S4 Z 4 D3+nu

(D.69)
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Avec (3.147) Le terme S! devient :

b,
Lo - (- g 3w, — 30, + 3, ) D} (D.70)

b,
+ ( - ?l + 3W§u - 3h%:31;¢ + Sh%SQ,u)DiM
b,
+ (= =+ 3wl — 3nfh, + 3063, ) DY
Regroupant les termes semblables, on obtient :

1
%51 = —5b- (D} + D} + D) +8(w} - D} + w}- D} +w}-D}) (D.71)

—3(h§% - D +h§% - D} +hi% - D7) +3(h{} - D} +hi% - D} +hi% - D7).
Et avec (3.142) on a :
3(ws - D% +ws - D3} +wi-D}) (D.72)
g2
= 5Dy = D) DL+ (D} - D})- D} + (D], — D})- Dj
g2
=2(p} D} + D} D} + D] DY),

et comme les courants chiraux sont sur le cone de lumiére, leur longueur
) : .hdl 9323 1d2 _ gs 23
d’espace-temps est nulle. Puis avec 1} ona:hy) = LD3° hi| = Ldy
3 .
et h{| = £(D} — D?). On obtient donc :

3(hg} - D +hih- D} +hi} - D)
= 3%[(13% —D2).D2 4+ (D*-D3).-D? + (D2 - D% D% (D.73)
:3%(Di-D%+Di-D§+D§ - D).
De méme on a :
—3(hf% - D} +hf - D} + 0} DY)
- _3953[(17% —D})-Dj + (D} —D3})-Di +(D; — D})- D7] (D.74)

Q

=32(D?.D2 +D2.D3 + D3 . DY)

=32(D} - D? + DL - D} + D2 .D?).

NS o

Et si on utilise les sommes de courants suivantes :

Si* = DL+ Di; S’ = D} + Dy; Si' = Dy + Df,
S} =D} + D} + Dj, (D.75)
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on a :
(822 = (D})* + (D})* +2D3 - D} =2D} - D}, (D.76)
(S§)? = (D})*+ (D})* + (D1)* + 2D} - D} + 2D} - D} +2Dj - D}

=2(D? - D} + D3 - D} + D} - D3). (D.77)

Et donc on obtient :
mf[r g g2 393
b= G B SE TISEY + (5B +(SEP) + FsE?) (D7)
Ensuite pour les ondes droites du quark d on a :

e g - 3 b (D% + D% + D) (D.79)

+3(hfy - DR +h§ - DY + b, - Di) — 3(hf) - DR + hi, - D% +hh - Dy).

On utilise maintenant la somme des courants droits :

S% = D% + D}, + Df,. (D.80)

Et on obtient : m g 75
5% = —|Z=B. 5% - 322(S%)?]. (D.81)

g2L3 2

Le calcul des termes correspondant au quark u est complétement semblable,
et on introduit les mémes sommes :

S¥ = D3 + DS + D}; St = D} + D% + Dj,. (D.82)
Pour les ondes gauches on a :

P= 2= LB sy + 2P + (510 + (581)2)+ 393@)} (D.83)
a3

Et on obtient pour les ondes droites du quark w :

2
54:9[ ng S — %3(5;%)2]. (D.84)
q4
Ceci donne :
mr g g 5 39
§= [~ GBS+ ST + (P + (58] + (517
MG g e 393 gay
+q2[3B sh -2 (SR)} (D.85)
mr g w9 39
+ o[- Sp+ RSP+ (5802 + (887 + (51
q3
mro20 5 393 guyo
o B Sk sk
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D.4 Calcul des I,

D.4.1 Calcul des S et des A
Les S;, sont des 2-vecteurs dans Cl3. Donc ils s’écrivent :
(bO’ka =5 = Ek + iﬁk, (D.86)
Ek = E,ial + Eﬁag + Eiag,
ﬁk = H]ial + H,fog + H,i’ag.

On a donc :
Ey =S Ei=5; Ei=5"; H] =5 (D.87)
Puis on obtient :
VS = (0o — 9)(Ey, — iHy,)
=—0-Ep+ (00E, — 0 x Hy) +i(— x Ey — 8y Hy) +id - Hy,
= i +ijh = 3O+ e +igr + 53", (D.88)
avec .

jg = —5- Ek 3 jk = aoﬁk — 5)( ﬁk, (D89)
" =& Hy,y gn = —00Hy, — 9 x Ey. (D.90)
Avec le potentiel électromagnétique A on a :

AS] = (A° + A)(Ey — iHy)

:A'~Ek+(AOEk+EX ﬁk)#‘i(/YX E_:kaOHk) 71'/_1"}?;6

= vg + v} = 00 + Ty + @0}, + v}, (D.91)

avec :
1}2:14’ Ek, 17kZ:AOE_:k+/_1’Xﬁk, (D92
v'g = —A- H, s = —AH) + A x Ey. (D.93)

De méme avec v et Si on a :

JS} = pvS} = p(v° + ¥)(Ey — iHy)
= p[{/‘- Ek + (Voﬁk + v % ﬁk) + Z(\_I' X Ek — Voﬁk) — V- ﬁk}
= 001 (6010)" = p6 pord’ = ppe™Poro’ = e P poreT = (21 — i)Dy,
= DY + Q, Dy, — iQ,Dy, — i2,DY (D.94)
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Donc on obtient :

Q O P - -

DY =5 By LDy, =vOE, + ¥ x Hy, (D.95)
P p

Q I O - S

?21)0 =v-H,; 72Dk =vH), — ¥ x Ej,. (D.96)

Avec la définition (4.30]) on a :

VS Qi

Sty +iS(y) = deteh) ~ 2 (Jk +ijp,)
= p~?[Quik — Qagii + iy + Qi) (D.97)
PSSy = Qv — i, (D.98)
p*S(y = Qi + Qajik. (D.99)

De méme on a :

AS] Oy i

o .,
Ay + zA(k) = Jet(oh) pz (vg + ivy,)

= p~2[Q1vy, — Qov), + i(Q1v), + Qo] (D.100)

PP Ay = Qvg, — Qauy, (D.101)

P Al = Qv + Qavy. (D.102)

D.4.2 Calcul des I',

On part de la définition de la densité de spin de Durand (4.32)), qui
donne :

r = S[(V8)8' — 0*50,5),

21 = (Vo)o! — Vo', (D.103)
ot les points indiquent ce qu’on dérive. Et on a :
V(60') = (Vo)o' + Vo', (D-104)
Donc en ajoutant on obtient :
27 + V(0 — i) = 2(Ve)o'. (D.105)
Avec notre équation d’onde améliorée on a :
(V(E)qﬁ = qA¢on ¢ + e P pmoy o, (D.106)
¢moy ¢! = —i(IDg —rDy), (D.107)
-~ O

(Vo)ol = —igAS] — 2(7 - 27)(11)1% —1Dy). (D.108)
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On pose maintenant :

1 1
T=T1+iT2; T = §(T+TT) IS i(T*TT)- (D-109)

Avec (D.105)) et (D.108]) on obtient :
. . ot QO
VQ —iVQy = =2(1y + i2) — 2igASS — 2(7 + 17)(IDR —rDy)

= 72(7’1 + iTQ) — 2iq(113 + ZUé) — 2(% + Z%)(IDR — I‘DL). (Dl].O)

Cela donne :
/ Qo
VQ = =27 + 2qu; —27(1DR—1‘DL), (D.111)
Q
Vi = 275 + 2qus + 2—(IDg — rDy). (D.112)
p

Comme p? = Q3 +Q3, on a :

pVp = VO + Q3VQs. (D113)

Avec notre équation d’onde ameéliorée et avec (D.111)) et (D.112)) on obtient :

0
pVp = [=2711 + 2qul — 272(11)R —rDy)]

+ Qo275 + 2qus + 2m%(1DR —rDyp)]
=2(—=1 71 + Qama) + 2¢(Q10% + Qavs). (D.114)
Et avec ona:
pVp = 2(=mi + Qo) + 29p* Al (D.115)
Avec (4.33) on obtient :
P (T+IT') = (r+i72) (0 +iQs) = (11 —72Q2)+i(T1Qa+7201). (D.116)

En divisant (D.115)) par p? on a finalement :

V(inp) = =27 + 2.Al). (D.117)

Avec (4.26) on a :
10, = D49,(Inp) = D, - V(In p) (D.118)
=D, - (=2T + 2¢A(y)), (D.119)

ce qui est (4.40).
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D.4.3 Calcul des I'), et r,ji=1,2,3
On part de :

3
_ —0 _ —0 —0
F?u =p 2(3,,D§‘)D# =p 2[(81,D?)D0 + Z(aqu)Dk]
k=1

3
[(8,D9)DF — Y (D, (D.120)
k=1

et de méme :

. s 3 -
Iy, = P_z(auDg)Ei = p_2[(3,,D8)Df) + Z(ang)Di]
k=1

3
= p?[=(8,D8)DY + Y (8, D5)D}]. (D.121)
k=1
On a donc :

3
5, — T4, = p ?[0,(DyDY) — Z d,(D5 DY) = p~28,(Do - D;) =0,
k=1
%, =17, (D.122)
On obtient aussi :

D§(DYdo + D0y + D202 + D303)(DY)
—D§(DSy + DLoy + D20y + D303)(D}
—D¢(D%3y + Doy + D205 + Di@g)(Dj)
—Dg(DYdy + D01 + D20y + D3ds) (D)

DY(D§do DY — DdyD} — D20, D2 — D3, D?)
| +DN(D§o DY — Dyo\ D} — Do, D? — D30, D?)

— | +D2(DY0.DY — DydsD} — D20, D? — D30 D?)
+D3(D3ds D} — Dgds D} — D§ds D} — D3 D)
= p~*D}(D)0, D} — D30, Dj — D3d,D; — Do, D?). (D.123)

5, =p"" )

Puis on obtient :

I3, = p~2D}[0,(Dy DY) — 0,(Dy D) — 0,(D3D3) — 0, (D3 D7)

+ p 2DE[-DY9, Dy + D}j8,D§ + D38, D§ + D38, Dj] (D.124)
= p °DE[0u(Dy - D;) — D0, Dy + D}, Dy + D30, Dj + D30, Dj)]
= p °Di[-D}9,D§ + D;9,Dj + D39, D5 + D30,Dj). (D.125)
On pose :
IY, =p>DiX;,, (D.126)

X;, = —D}9,D) + D;9,Dj + D39, D5 + D39, Dj. (D.127)
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D.4.4 Calcul des I'Y,

On part de :
Y, = p 2Dl Xy, (D.128)
Xy, = —DY0, Dy + D10, D§ + D}9,D§ + D39,Dj. (D.129)
On a:

Xip=—(=&im5 — &me + &m7 + Eam)0u(§1€7 + €285 + mny + n2m3)
+ (Ein7 — &am2 — §3m5 + & )0, (§1€5 + €267 — mns — m2ny)
+ (=& + &ome — §3m5 + Em)0ui( &5 — &267 — mny + m2ny)
+ (=&ims — §im2 — &3m7 — &2m1)O0u(§1€7 — §265 — mmy + mams)-
(D.130)

Cela donne :

—§2EU1€T + 77252)) 061 + 51((771§T + 772523 0,62
o | me(&ant 4+ &2n3)0um — m(§ani + €2m3)0une
K =2 | (et +&ns)0u +6i (6 +Emones |0 DY
05 (m&F + 1263)0unt — ni (m&F + 1265)0um5

et avec (A.176) on a :

—£(Q —i92)0,&1 + & (1 —i922)0,
+02 (1 4+ iQ2)0pum — m1 (1 +1Q2)0un2 (D.132)
=& (1 +1i922)0 Wéi + 51 (21 +i€22)0, 3] ' '
+n3 (1 — iQ2)0,n7 — ni (1 — iQ2)0,n3

On peut donc 'exprimer comme suit :
X1, = MY, +i2:2,, (D.133)
Y, = &0u82 — €206 — mOun2 + 120,m
+ 10085 — §20u8T — M Oun; + 120u17 (D.134)
Z, = —£10u€2 + £20,61 — mOun2 + 120,m
+ &k@uf; - Gauifi‘ + nTamﬁ - 77;6;”7? (D-135)

Notre équation d’onde améliorée est équivalente au systéme :

Xy =

0=(V+ia)y; a:=qA+1v,
0= (V+ib)& b:=qA+rv. (D.136)
C’est équivalent au systéme d’équations aux dérivées partielles :
0= 0gm — O1n2 + 102m2 — O + i(apn — a1nz + iasne — aszm),
0= 60772 — 81’(]1 — 7:82771 + 63772 + i(aoUQ —ayn — tasn + Cl3’l72), (D137)
0 = 0p&1 + 01&2 — 1028 + 03&1 + (Do + b1&a — ibaa + b3&1),
0 = 0péa + 01&1 + 102&1 — 0382 + (Do + b1&1 + ib2&1 — b3&2).
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Grace au systéme précédent, et aprés simplification on obtient :
Yo = —0157% — 9,57 — 9551°
+2byH, + 202 H3 + 2bs Hy, — 2a, Hf — 2a9H7 — 2a3H;}
=—0-FEy+2(qA+1v)-Hp — 2(qA+19)- Hy
= —5'E1 +2quE’2+2m\7'E_:2 —Qd\_l'ﬁl
2 2d
= 9 +2q09 + Tmﬁng - ?QQD?. (D.138)

De méme on a :
Zy = i0151° + 10957 +i0553°
+ 2i(b EL + boE% + b3 EY) — 2i(a1 L + aoE? + azFY)
=i(d-Hy +2b-Er—2a-Ep) (D.139)
= 1[5 ﬁl - 2qg I‘_jg - QmVﬁg — 2dV - El]

2 2d
=i} + 2qv'5 — Tmnzng - ;QlD‘ﬂ. (D.140)

On obtient donc :

X10 = Qlyb + iQQZO

, Q 2d o .
=0 (j] — 2qv9 — meDS + ?Q2D(1)) +iQ(if'] — 2igv’;

Q 2d
+2im=—DJ — =0, DY)
p p

02 + 02
m————2DY

=050 — ng’? + 2¢(— Q109 + ng’g) -2
= p*(S0) — 2q.Aly)) — 2mpDS.
Utilisant & nouveau (D.137)) et en simplifiant, on obtient :

Y = 00573 + 0530 — 0357 + 2q(AgF3 — Ao H3 + A3H3)
+ 27’)’1(V0E‘21 — VQHS + V3H22) — 2d(V0H11 + VQE% — V3E12)

Q Q
= —jl +2qv} + 2m—D} — 242D}, (D.141)
p p

De méme, aprésr simplification (D.137) donne :
Z) = i[0oH + 0oE3 — 037 — 2q(AYHy — APE3 + AE3)
—2m(voHy —v?E3 +v3E3) — 2d(voE +v2H; — v3H?)

QO Q
] meDé - QdﬁDﬂ . (D.142)
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Avec (D.133) et (D.137) on a :

X =WMY1 +i02,

Q Q
= Qy(—j1 + 2qv3 + 2m71D% —2d :

—Dy)
Q Q
— Qy(—j'1 +2qv'5 — 2m72D5 - 2d71D})

. . 02 + Q3
= -1 + Qz]'} +2¢(Qqv5 — sz/é) +2m———=2

D;
= p*(=S{1y +2¢Aly)) + 2mpD;. (D.143)
Utilisant a nouveau (D.137)) et en simplifiant, on a :

Yo = —00S3t + 05510 — 01550 + 2¢(AgE3 — AsH;y + Ay H3)
+2m(voEs — v3Hy +viH3) — 2d(voH}? + v3E} — v E})

Q Q
= —j2 4+ 2qv? 4+ 2m—D3 — 24—=D?. (D.144)
p p

Similarly, after simplification (D.137)) gives :

Zy = i[0gH? + 03E} — 01 E} — 2q(AYH3 — A'ES + A3E3)
—2m(voH3 —v*Ey +v'E3) — 2d(voE? + v H{ — v H})

Q Q
=i+ 25 — 2m72D§ - Qdef]. (D.145)

Avec (D.133)) et (D.137) on a :

X2 = MYe + 1022,

Q Q
= Oy (—52 + 2qu3 + 2m71D§ —2d :

DY)

Q Q
— Qo(—j'] + 2905 — 2m72D§ —~ 2d71D§)
. ) 02 + 02
=057 + Qg]’f +2q(Qv5 — ng’;) + 2m¥D§
= p* (=84 + 2¢A%y) + 2mpD3. (D.146)

Utilisant & nouveau (D.137)), et en simplifiant, on a :

Yy = =051 + 0151° — 051" + 2q(AoE3 — A1 H3 + AxH3)
+2m(voES —viH3 +voHy) — 2d(voH} +viE} — voEY)

Q Q
= —j} + 2qui + QmﬁDg - 2d72D§'. (D.147)
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De méme, et aprés simplification, (D.137) donne :
Z3 = i[0gH} + 01 E? — 02 B] — 2q(AYH3 — A’E} + A'E2)
—2m(voHy —v'E3 +v?E;y) — 2d(voE} + v HY — v?HY)

Q Q
— i[—j'T + 2qu"5 — 2m72Dg - 2d71D§]. (D.148)
Avec ([D.133)) et (D.137) on a :

X3 =M Y3+ 175
_ 3 3 Qg Q3
= Qy(—J7 + 2qu; + 2m7D2 - 2d7D1)

Q Q
— Qy(—j'T + 2905 — 2m72D§ - QdﬁDf)

. . 02 4+ Q02
= — 015+ Qi+ 2¢(0d — Qo) + 2m—L 2 D3
= p* (=83 + 2¢AY) + 2mpD3. (D.149)
Et donc on obtient :
3
Y, = p 2 DL X1 = p 2 [D) X0 + ) DyXul
k=1
= p 2[DY(P*S{y — 2qp° Aly) — 2mpD3)
3
+ Y DE(=p*Sfy + 2ap” Afyy + 2mpD5))]
k=1
m
= DV : (8(1) - 2q.,4(2) - Q;Dg)
=D, - (Su) — 2¢A@2)) + 2mps,, (D.150)
ce qui est (4.34)
D.4.5 Calcul des 'Y,
On part de :
9, = p DY Xay, (D.151)
Xs, = —DY9,Dy + D30, D§ + D39, D3 + D39, Dj. (D.152)
On a:

KXoy = —i(=&ms + &umz + §5m7 — Eam )0, (6167 + &285 + mny + nam3)
+a(&m + Eama — &5ms — §1m1) 0, (€185 + §267 — mms — many)
+ (§im1 + &ama + &3m5 + &) 0ui(§165 — &267 — mms + m2ny)

+i(=&ims + &ime — &3my + Eam )0, (&1€7 — €285 — mny + m2m3),
(D.153)



D.4. CALCUL DESTY, 345

ce qui, avec (A.176|), donne :

£2(10 + Q2)0,&1 — &1(i921 + Q22)0,.&2
—ne2 (i1 — Qz)@tﬁl + 1 (i1 — 92)5u772

=& (i — Qa) ufik + &1 (i — Qa) u§2
+05 (121 + Q2)0uny — 17 (181 + Q2)0um5

On peut 'exprimer comme :
Xoy =0 Ly + Q9 M,,, (D.155)
L, = —£0u& + 0,6 +110un2 — 120,m
+&10,85 — £30,81 — n1 0wz + M0, (D.156)
= —£10u&2 +£20,61 — mOun2 + 120,m
51 Ou€s +&30u&7 — M Ouns + N30y (D.157)
A nouveau avec et aprés simplification on obtient :
Lo = i[alEg + 02 + 03E3 —2b- Er —2d - Ep,
= i[d- By — 2(qA+17) - Eg — 2(qA + I¥) - Ey]

0 0
=i(—j9 — 2¢v) — 2m-2D9 — 242D
p p

X, = (D.154)

DY). (D.158)
Apreés simplification ’équation donne :
My = —0.H} — 9, H? — 03H3 +2b- Hp + 2a - Hy,
= —0-Hy+2(qA+17)  Hp + 2(qA + I¥) - Hy)
=9 —2q) + Qmi DY — Qd%Dg). (D.159)

Avec (D.155)) et (D.158|) on obtient :

X20 = inLQ + QQMQ

= -y (=59 = 2q0? — 2m &DO - 2d&D2)
p

Q Q
+ (=59 —2qu') + 2m72D(1) - QdﬁDg)

02 4+ Q3
= (Qljg - 92]18) + QQ(le? - Qg’l}/(l)) 2m L * 2DO

= p*(S(yy + 2¢ A7) + 2mpDt. (D.160)
Comme d’habitude avec (D.137)) et aprés simplification on a :
Ly = i[0o(Hg — Hp) + 85(Ef, — By) — 03(E% — E)
+ 200 ER, + 2a0E} — 2boH3, — 2a2H} + 203 HE + 2a3H7 |

Q Q
= i(j% +2quy + 2m71D} + 2d72D§). (D.161)
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Avec (D.137)) et aprés simplification on obtient :

My = 0(Ef — EL) + 02(=H}, + Hp) + 0s(Hf, — HY)
+2(=bgHp — ba B + b3E%) + 2(—agH}, — asE} + a3 E?)

Q Q
= 't foqt —2m 2 D! 4+ 241 DL (D.162)
P P

Avec (D.155)), (D.161)) et (D.162) on a :

Xo1 = i Ly + QoM
-1 1 0 1 Qs 1
= -5 + 2qv; + 2m7D1 + 2d—D2)

Q Q
+ QQ(] >+ 2qv'; 11— 2m7QD1 + 2d71D2)

) . 02 +Q3
= Q)3 + Qoj'y + 2¢(— 0ol + Qv')) — 2m "2 D]

= p*(=S(y) — 2¢A}ly)) + 2mpDy. (D.163)
A nouveau avec (D.137)) et aprés simplification on obtient :
Ly =i[0g(Hp — H}) + 03(ER — EL) — 01(E} — E})

+ 2b0E% 4 2a0E% — 2bsH}, — 2a3H} + 2by Hy, + 2a, H} |

Qy

N
=i(j2 + 2qv? + 2m— D2 +2d— Dg). (D.164)

De méme avec (D.137) et en simplifiant on obtient :

My = 0y(E% — E2) + 0s(—Hg + H}) + 01 (H3, — H3)
—+ 2(7b0H12% — ngll% —+ blE%) —+ 2(7&0H§/ — agEi —+ alEi)

Q
=2 4oq? - szD% (D.165)

Avec (D.155)), (D.164) et (D.165) on a :

Q Q
- _0, (jg +2qv2 + 2m—LD? + 2d 2D2)
P
Q Q
+ Qo (g’ﬁ + 2qv’§ — 2m—2D2 + Qd—ng)
p p
= 02 + Qoj’s 4 2¢(— 00 + Quv'T) — 2m

= p* (=80 — 2¢A%) + 2mpD3. (D.166)
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A nouveau avec (D.137)) et aprés simplification on obtient :
Lz =i[0o(Hy — H}) + 02(ER — E1) — 02(ER — Ep)

+ 2b0E% + 2a0F3 — 201 H — 2a1 H? + 202 Hy, + 2a2H} )

Q

p

De méme avec ((D.137) et en simplifiant on a :

Ms = 80(E% — E%) + 81(—H12% + HIQJ) + 52(H113 — Hi)

—+ 2(7b0H% — le% —+ bQE}%) —+ 2(70,0H2 — alE% =+ QQE}‘)

Q0
= i(jS + 2qu + 2m71D‘;’ +2d Dg). (D.167)

Q
= 5 o — 2m72Dif. (D.168)

Avec (D.155)), (D.167) et (D.168) on obtient :
Xoz =i Lz + QM3

2

Q 0
+ (575 + 2007 - 2m72D§ + 2d71D§’)

Q
Y (jg’ +2q03 + 2m71D:f +2d

= — 03 + Qg5 + 2q(— Q103 + v’} — 2m
= p? (=8 — 204} + 2mpD5. (D.169)
Et donc on a :
3
Y, =p ?DEXy, =p 2 [DSXzo + ZD’;XQ,C}

k=1
= p 2 [DY(p* Sty + 2qp° Ay + 2mpDY?)

3
+ Z DE(_PZS(]CQ) - QQPZA]&) — 2mpDY)]
k=1

m
=D, (S + 20 A + 2;1)1)

D, - (S2) + 2qAq1)) — 2mpd,,, (D.170)
ce qui est (4.35)),

D.4.6 Calcul des T,
On commence avec :
S, = ;DL Xy, (D171)
Xs,, = —D39, D) + D39, D} + D30, D3 + D39, Dj. (D.172)
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Ona:

Xz = —(&&7 + 6285 —mny — m2m3)0,(§1€7 + §265 +muny + m2m3)
+ (6185 + L& +mmz +12m)0u (&85 + &80 — mmz — m2n1)
+ (&85 — &85 +mns — n2ny)0ui(&&3 — &6 — mns + n2ny)
+ (&&7 — L& +mng — n2m5)0,(§67 — €285 — mny +n2m3), (D.173)

ce qui, par (A.176)), donne :

N1 (21 —92)0,861 + 03 (21 — 1922)9,.62
=& + Z'£22)(r9/t771 =&+ Z'£22)(19/t772
+01 (1 +i92)0,E] + 12 (1 +i922)0,.85
—&§1(Q1 —iQ2)0umy — &2 — iQ22)0un3

(D.174)

X3y =N, +iQP,, (D.175)
N, = 771*3#51 + 77;8#52 - €>f<9/ﬂ71 - f;aﬂn?
+m0uET + 120,85 — £10,m7 — 20,153, (D.176)
Py = —m0u&1 — 130u82 — §10um — §30um2
+ mOu&T + 120,85 + £10um7 + E20um;3. (D.177)

Avec (D.137) et aprés simplification on obtient :

Ny = —81E§ — 82E32 — 83E§ + (bo + ao)QQ
+ (bl — al)Hé + (b2 — ag)Hg + (bg — (lg)Hg)

d
= 9 + 20, (qAO +mv® + ng). (D.178)
p
A nouveau avec (D.137) et aprés simplification on obtient :

Po = 81(zH§) + aQ(ZHS?) + 83(zH§’) + Z(bo + ao)Ql
+ ’L(bl — al)E§ + Z(b2 — G,Q)E§ + Z(b3 — ag)Eg

d
= i[j’g + 26 (qu +mvg + ;DS)] : (D.179)
A la lumiére de (D.175)), (D.178]) et (D.179)) pris ensemble, on obtient :

X30 = Ny + Q21 Fy

-0 [jg + 20 (qu +mv0 + %Dg)] —Q, [j’g 1+ 20, (qAO +mvo + %DQ)]
= 19 — 225"y
= p*S(y.- (D.180)
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Comme toujours avec et apres simplification on obtient :
Ny = —0oE3 + 0. H3 — 03 H?
+ (b1 + a1)Qs + (bo — ag)Hj + (by — a2) ES + (bs — a3)(—E3)
— 20, (qu + %Dé + gD;,). (D.181)

Avec (D.137)) et aprés simplification on obtient :
P = 2(80H§ + 62E§ — 83E§ + (bl + al)E§

+ (bo - ao)Eé - (bg - (12)H33 + (b3 — CL3)H§

- z[ _ it g, (qu + %Dé + gD;,)]. (D.182)

Avec (D.175)), (D.181)) et (D.182) on obtient :

X31 = QN1 + Qi Py

= 0| - i — 20 (g + %Dé * %D?f)}

~ Q| = i — 200 (a4 + %Dg + %Dé)}

= —j} + Qoj's = —p°Sly)- (D.183)
A nouveau on obtient :
Ny = —9oE3 — 01H3 + 03H3 + (b + a2)
+ (bo — ao)Hi + (b3 — a3)E5 — (by — a1) E3

2 2, Mo  doo
= 33— 205(q4 +pD0+pD3). (D.184)

Comme d’habitude avec (D.137)) on obtient :
P2 = z(@ng + 83E§ - 31E§’ + (b2 + GQ)E'?%
+ (bo — ag) B3 — (bs — ag)Hz + (by — a1) H3

- z’[— 2 o0, (qA2 + %D% + ng)]. (D.185)

Avec (D.175)), (D.184) et (D.185) on a :

X32 = QlNQ + QQiPQ

= [ - 33 - 20 (04? + DG + %Dg)}

— Qs [ — a2 (qA2 + %Dg + %Dg)}

= —j} + of's = —p°SY). (D.186)
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Toujours avec (D.137)) on obtient :
N3 = —80E§ - 82H§ + 81H32 + (b3 + CL3)Q2

+ (bg — ao)H3 + (by — a1)E2 — (by — ap) E3

. m_ .. d

Avec (D.137) et aprés simplification on a :
P; = z(@on.:’ + 31E§ — 6'2E§ + (bg + ag)Eg
+ (bo — ag) B3 — (by — a1)Hj + (by — a2) Hy
d
—i| -3 - 20 (a4* + 2D} + S D3) |
p p
Donc avec (D.175)), (D.187) et (D.188) on obtient :
X33 = QlNg + QQin

= [ - 3§ - 200 (04" + D} + %Dg)}

| = 5 — 204 (¢4 + D} + @Dg)}
p p
= 58 + Qaj’y = —p"S(s).-
Et donc on a :

3
L, = p~2Dl Xy, = o2 [ D) Xao + Y Dl X
k=1

— ooty + kst
k=1
=D, -S),

ce qui est (4.36).

D.4.7 Calcul des I},

(D.187)

(D.188)

(D.189)

(D.190)

Il faut calculer ces termes pour for k =1, 2, 3;1 =1, 2, 3 and [ # k.

On part de :
rf, = p~%(8,0}')D,
3
_ —k pp—"
= p2[(8.D)Dy + Y (8, D) D,
n=1

3
= 52|, D))(=DY) + >_ (8. D}

n=1

(D.191)
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et de méme :
_ —1
Fi‘,u = p Z(BVDZ)DM

3
= p72[(8.D)D + Y_(9.D})D,
n=1
3

= o2 [(@,DR)(=D}) + > (8,Dp) D} .

n=1

On obtient donc :

3
rf, + T, = p72] = 0,(DYDf) + > 8, (DD},
n=1

=—p20,(D-D;)=0

l k
FkV = _Flu‘
Le calcul de I'S,,, T'%, et T'3, est donc suffisant. De plus on a :

—DY(D%y + D10, + D28, + D333)(DY)
opk _ | +DL(D0d0 + Dyor + Doy + Dy05)(D))
Pt = | 4+ D (DY + DLOL + D20y + D30s) (D7)

+D;} (D% + DLdy + D20y + D335)(D})
DY(—DY9y DY + D9y D} + D30oD? + D}0oD})
+D}(~=DY0\ D} + D0, D} + D30, D} + Do, D})
+D?(~DY%, DY + D9, D} + D}, D} + D}, D})
+D3(=DY93DY + D193 D! + D205 D? + D305 D?)

= D¥(-D%0,D} + D}0,D} — D39,D} + D}9,D}).

Calcul des I'},

Etant donné que :

pQF%V = Dﬁ(iWu)v
iW, = —D%9,D3 + D1{9,D3 — D39, D3 + D30, D

351

(D.192)

(D.193)
(D.194)

(D.195)

(D.196)

= —(=&ins —&me + &y + &am)0ui(—&ns + &in2 + §3n7 — &am)
+ (E1n7 — &am2 — &3m + Em)0ui(€inT + Sam — E5m5 — &)
+i(=&mT + §amz2 — &35 + Em)Ou(EinT + Eamz + E5m5 + &)

+ (=& — &me — &y — Em)Oui(=&ims + &ime — &7 + &em)-
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On a donc :
*Wu = (0u§1) (=n1) (283 + m&7) + (0,€2)(—n3) (&7 + m283)
+ (O ) (=€) (§2m5 + &any) + (Oum2) (—€3) (§1m7 + &ams)
+ (0u&1)m (§2m5 + E1m7) + (03 )m2(Eamy + &2m3)
+ (0un1)61(m2€5 + m&) + (9umz)Ea(m&T + n283), (D.197)

ce qui donne avec ((D.176)) et (D.177) calculant N, et P, :

iW,, = 0iP, — QN (D.198)
On peut donc utiliser directement les résultats de[D.4.6] et on obtient ainsi :

d

pPTY, = DY] = 0280y — 207 (44 + TDg + —Dg)}
+ D p*S 202 (qA* + ZDk de
p°S ( y t2p7(qA” + —Dg +
p p

F2V

ce qui donne (4.39).

= =D, - (S(3) + 2qA) — 2mpd,) + 2dp?;). (D.199)

Calcul des %,

De méme on a :

PQFgﬂ/ = DﬁRuv
R, = —D30,DY + D30,D} + D38,,D3 + D30, D3 (D.200)
= —i(=&imy + & + E3m7 — E2m1)0u (6167 + §265 — mumy — m2n3)
+i(&imy + &2 — &5 — §m)0u (&85 + &85 +mns + n2ng)
+ (§n7 + Samz + &m3 + §um)0,i (6165 — 287 +mmz — n2ni)
+i(=&ms + &ina — Eamy + §2m1) 0 (167 — §265 + mumy — m2ns3).

(Q1 + i)
(1 — Q) + 07 (9, wll2 (1 — i)

(D.201)
En se servant toujours de (D.137) on a :
€2(960) (1 — i) = £1(982) (1 — %)
Ru — +772( (Ql + ’LQQ) ( “772;(91 + ZQQ) (D.QOZ)
3)

/ﬂ]l)
& ( ufl)(Ql+ZQ2)+§1( 0u&3
15 (0uny)

Avec (D.134)) et (D.135]) calculant Y, et Z, on déduit :

R, = —OY, + iZ,. (D.203)
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On peut alors utiliser les résultats de [D-4:4] et on obtient directement :

p°T3, = DU (i + Qe — 20(Qvh + Qv'h)
_ QmMDg Qz + 93 LTy
P P
I3, =-D, (8'q) + 294 (2)) — 2dps),. (D.204)

Clest (4.37).

Calcul des I'$,

On a finalement :

p°T3, = DE(Qu),
Q, = —D%9,D} + D39,D] + D30,D} + D30,D3 (D.205)
—(&&1 + &8 —mny —men3)0u(=&ing — &im2 + &7 + &om)
+ (8185 + &&1 +mmz +12m)0u(E5n7 — Samz — Eamz + &)
+i2(&165 — &£ + mms — n2ny)0u (=€} + Eama — Em3 + &)
+ (§1&7 — &6 +mny — m2m3)0u(=€im5 — §1m2 — &3m7 — Eam).

(D.206)
On obtient avec ((D.156]) et (D.157) calculant L, et M,
Qu = UM, —iQL,. (D.207)
On peut donc utiliser le résultats [D.4.5] et on obtient directement :
0 Q
P23 = D0y (—49 — 2qv? — 2m=2D? — 2d=2DY)
p p
Qo Q
+ (=49 = 2qu'Y + 2m —DO — 2d-2DY)]
p
: 0, 0
+)  DE[Qa(55 + 2qvF + 2m=" LDk + 24 2Dg‘) (D.208)
k=1
Qo Q
+Ql(j 5 +2qv1 —2m— Dk—|—2d LDEY)).
Ceci donne :
I, =D, - (=8 (2) — 2¢A (1)) + 2dp5;, (D.209)

ce qui donne (4.38)), fin de ce long et fastidieux calcul.
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